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Abstrakt

Jedna z uloh analyzy rizika mdze predstavovat’ urCenie najvhodnejsieho stochastického modelu
v podobe nahodnej premennej opisujicej dostupné udaje. Tieto modely st zékladnymi
jednotkami sofistikovanejSich modelov urcenych na kvantifikaciu rizika. V rdmci kolektivneho
modelu rizika potom predikujeme rozdelenie pravdepodobnosti poctu §kod, individuélnej
vysky Skody a agregovanej skody. Jednou z uzito¢nych metdd, ktora sluzi na urcenie rozdelenia
celkovej skody s simuldcie Monte Carlo. V tomto prispevku predstavime simulacné nastroje
jazyka R na generovanie pseudonahodnych hodnét z prislusného rozdelenia a nastroje pre
generovanie hodndt agregovanej Skody. Zaoberame sa najmd tendenciou potvrdenia
skutocnosti, ze simulacie st zodpovedajucou nahradou exaktnych metod, ktoré¢ moézu byt
naroc¢né aj z hl'adiska numerického aj metodického.
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Abstract

One of the tasks of risk analysis is to determine the most appropriate stochastic model using a
random variable describing the data available. These models are the basic units of the more
sophisticated models intended for risk quantification. In the collective risk model, the
probability distribution of the number of claims, individual claim amount and the aggregate
claim distribution is thereafter predicted. One of the useful methods to determine the
distribution of total claim is the Monte Carlo simulation. In this paper, we will present R
language simulation tools for generating pseudorandom values from the appropriate
distribution and tools for generating aggregate claim values. In particular, we are dealing with
the tendency to confirm that simulations are a relevant substitute for exact methods that can be
difficult both numerically and methodically.
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1 Uvod

Stochasticka simulécia je simulécia, ktora pracuje s veli¢inami u ktorych sa predpo-
kladaji zmeny nastavajuce s urcitou pravdepodobnostou. Stochasticky model vytvara
projekciu modelu, ktory je zalozeny na subore ndhodnych vystupov. Tie si zaznamenané,
nasledne je projekcia zopakovana s novym suborom nahodnych veli¢in. Opakovanie prebieha
mnohokrat (mdze ist’ o tisice, alebo viac opakovani). Na konci procesu distribucia tychto
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vystupov ukazuje nielen najpravdepodobnejsie hodnoty a odhady, ale taktiez ich hranice, ktoré
je rozumné ocakavat’.

Generatory nadhodnych cisel s definovanym stochastickym rozdelenim st zékladom
stochastickych simulacii. V praxi sa vyskytuju rézne zdroje ndhodnych ¢isel, zalozenych na
roznych principoch. Pre generovanie ,,ndhodnych® postupnosti boli vypracované metody
zalozené na rekurentnych vzt'ahov. Tieto postupnosti sa nazyvaju pseudonahodné, pretoze je v
nich presne dany vzt'ah medzi predchadzajucim a nasledujucim ¢lenom postupnosti. Gene-rator
pseudondhodnych ¢isiel je teda deterministicky algoritmus, ktory generuje postupnost’ Cisiel,
ktora by nemala byt klasickymi Statistickymi testami rozliSiteI'na od ndhodnej. Sice postupnost’
modze po urcitej dobe vykazovat' periodicitu, ale tento problém nie je zdvazny, pretoze
inicializacia postupnosti by mala prebiehat cCastejSie, nez opakovanie periddy. Nie-ktoré
metddy generovania pseudondhodnych ¢isel generuju hodnoty z rovnomerného nor-movaného
rozdelenia, teda vyskyt 'ubovolného ¢isla z intervalu (0;1) je rovnako pravde-podobny a mimo
tohto intervalu je pravdepodobnost’ vyskytu nulova. V praxi st vSak potrebné aj generatory
inych rozdeleni, ako je rovnomerné normované rozdelenie. Preto sa ¢isla s rovnomernym
normovanym rozdelenim transformuju na c¢isla s pozadovanym rozdelenim. Existuju rdzne
metody transformécie, jednoduché aj zlozZitejSie. Metdda, ktort predstavime a vyuzijeme d’alej
sa nazyva metdda inverznej transformacie.

Simulacia metédou Monte Carlo prebieha tak, ze redlny (mdZze ist’ o projektovany) systém
nahradime jeho simula¢nym modelom s rovnakymi pravdepodobnostnymi charak-teristikami a
spravanie realneho systému mnohondsobne simulujeme na skonStruovanom modeli. Ku
presnému odhadu danej pravdepodobnostnej charakteristiky zvycajne potrebuje-me velky
pocet pokusov. MoZnosti vyuzitia tejto metody su Siroké a roznorodé. Prikladmi moézu byt
finan¢né planovanie a riadenie rizik, modelovanie vyvoja finanéného trhu a oce-novanie aktiv,
analyzu spravania oligopolného trhu, ¢i modelovanie dopadu hospodarskej politiky. Pojmy
Metody Monte Carlo a stochasticka simulacia sa v literatire Casto zamienaji a neexistuje
jednotné rozlisenie tychto pojmov (podl'a sk.wikipedia.org).

V ucebnici (Horakova, Pales, Slaninka, d’alej len Horakova a kol., 2015) st uvedené
metody pre analyzu poistného rizika v kontexte s kolektivnym modelom rizika. Jednou z metod
na urCenie rozdelenia celkovej Skody je, popri inych postupoch, metéda Monte Carlo.
Simulovanym nahodnym procesom ziskame hodnoty, ktoré nadobuda ndhodna premenna
celkovej Skody S realizované prostrednictvom simulécii hodnét poctu skod N a vysky skod X.
Metdde Monte Carlo v jazyku R v suvislosti s rozdelenim celkovej $kody sa detailne zaobera
prispevok (Pales, 2018). V tomto prispevku vSak porovnanie simulécii a exaktného pristupu
porovnavame len prostrednictvom strednej hodnoty, teda:

E(S)simul = E(S)exakt

ana zaklade vyjadrenia mier rizika. V tomto prispevku sa budeme podrobnejSie zaoberat’
technikami, ktoré potvrdzuji, ze s nasimulovanymi hodnotami mozno pracovat’ ako s pred-
metnym rozdelenim. Ako prostredie vyuzijeme jazyk R. Pre viac informacii 0 jazyku R pozri
(Pales, 2017).

2 Inverzna transforma¢na metéda pre generovanie pseudonahodnych disiel

Nech napr. Fx(x) je spojita a rasttica distribu¢na funkcia nahodnej premennej X. Jediné
rieSenie rovnice Fy(x) = r je hodnota x a jedina hodnota r prislicha hodnote X. Potom, plati,
ze X; = Fy1(r;), kde R ~ Unif (0; 1) ar; je realizaciou nahodnej premennej R. A ak napri-klad

S a
) , potom dostavame:

uvazujeme situaciu, ze X ~ Pa(a; §); Fx(x) =1 — (m
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a

g iy 1
T'1=1—(6+x1> =>x1=5(1—7'1)a—8.

Pre konkrétnu 1 hodnotu r a pre 10 000 hodnét a parametre @ = 3; § = 10 volime:

r<-0.12163
alpha<-3; delta<-10; X<-delta* ((l-r)"(-1/alpha))-delta

n<-10000; r<-runif (n)
alpha<-3; delta<-10; X<-delta* ((l-r)”(-1/alpha))-delta

pri¢om rieSenie (napr. stredna hodnota) zodpoveda syntaxe funkcie:
library(actuar); mean (rpareto(n,alpha,delta))

aj exaktnému vzt'ahu:

() = § 10 _:
T a—-1 3-1

Pozndmka. Ze jazyk R pracuje s rovnakym vyjadrenim distribuénej funkcie Paretovho rozde-
lenia ako budeme pouzivat’ sa moézeme presved¢it’ nasledovne:

ppareto(2,3,10) # = 1-((10/(10+2))"3)

Na vysledky, ktoré tymto algoritmom ziskame moZzno aplikovat’ chi-kvadrat test dobrej zho-
dy, ktory sluzi na overenie zhody rozdelenia poc€etnosti vyberovych tdajov, v naSom pripade
simulovanych hodndt, s prislusnym teoretickym rozdelenim. Na hladine vyznamnosti a roz-
hodneme, ¢i prijmeme alebo zamietneme nulovu hypotézu. Vypocet realizuje pomocou kodu:

alpha<-3; delta<-10; n<-10000; X<-rpareto(n,alpha,delta)

bin<-
c(0,0.4,0.9,1.4,1.9,2.4,2.9,3.4,3.9,5.9,7.9,9.9,11.9,16.9,21.9
;,26.9,31.9,36.9,41.9,46.9,51.9,max (X))

expect<-NULL

for(i in 1l:length (bin))

{

expect[i]<-ppareto(bin[i+l],alpha,delta) *n-
ppareto(bin[i],alpha,delta) *n

}

expect<-replace (expect[-length (expect) ], list=length (expect|[-
length (expect)]),values=(l-ppareto (bin[length (bin) -
1],alpha,delta)) *n)

chisg<-(((as.data.frame (table (cut (X, bin))) $Freq) -
expect) *2) /expect

data<-data.frame (interval=as.data.frame (table (cut (X,
bin)) ) SVarl, pocetnosti=as.data.frame (table (cut (X,
bin))) $Freq, ocakavane=expect,chi kvadrat=chisq)
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rbind(data, data.frame (interval='Spolu',
pocetnosti=sum(datal[2]),
ocakavane=sum(data[3]),chi kvadrat=sum(datal4])))

a dostavame vystup (frekvencnu tabul’ku):

interval pocetnosti ocakavane chi kvadrat
1 (0,0.4] 1117 1110.03641 0.043684639
2 (0.4,0.9] 1160 1168.12879 0.056566677
3 (0.9,1.4] 991 972.11964 0.366691540
4 (1.4,1.9] 813 815.55702 0.008017039
5 (1.9,2.4] 696 689.28553 0.065407028
6 (2.4,2.9] 631 586.53598 3.370720340
7 (2.9,3.4] 506 502.24030 0.028144572
8 (3.4,3.9] 416 432.55997 0.633975676
9 (3.9,5.9] 1243 1235.77552 0.042235072
10 (5.9,7.9] 702 744.18474 2.391277545
11 (7.9,9.9] 490 474.63702 0.497266328
12 (9.9,11.9] 304 316.87176 0.522868330
13 (11.9,16.9] 440 438.32758 0.006381076
14 (16.9,21.9] 196 205.68496 0.456029601
15 (21.9,26.9] 96 109.02370 1.555778421
16 (26.9,31.9] 68 63.08774 0.382487532
17 (31.9,36.9] 36 39.00815 0.231975882
18 (36.9,41.9] 24 25.40359 0.077551020
19 (41.9,46.9] 20 17.24868 0.438861060
20 (46.9,51.9] 10 12.12026 0.370906499
21 (51.9,550] 41 42.16266 0.032061297
22 Spolu 10000 10000.00000 11.578887174

Ocakavané pocetnosti pre jednotlivé intervaly su vypocitané na zédklade Paretovho rozdelenia
s danymi parametrami. Nulovu hypotézu prijimame na hladine vyznamnosti « = 0,05 v pripa-
de, ak hodnota testovacej Statistiky chi-kvadrat neprekroc¢i kriticki hodnotu. Vidime, Ze na
zaklade:

gchisg(0.95, (length (bin[-1])-1-2))

plati:
Xz == 11,5789 < 28,8693 = Xg’95;21_1_2

a teda so pseudonahodnou vzorkou, n = 10 000, méZeme pracovat’ ako s uvedenym Pare-
tovym rozdelenim.

Poznamka. Konkrétnu (jednu) simulaciu v jazyku R moZeme zabezpecit’ prikazom:

set.seed (123)
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3 Metoda Monte Carlo pre generovanie hodnét celkovej Skody

Podl'a (Pales, 2018) algoritmus pre simulovanie hodnot celkovej Skody (ndhodna
premenna S, tiez S*') zlozeného geometrického rozdelenia s vyskou $kody opisanou expo-
nencidlnym rozdelenim je nasledovny (vSimnime si, Ze simuliciu Monte Carlo pre
generovanie hodnot zloZeného rozdelenia v R spustame jednoriadkovym kodom a obra-
tom dostavame vysledky):

n<-30000; prob<-0.8; rate<-1/6
S<-replicate(n, sum(rexp (rgeom(l,prob), rate)))

toto rozdelenie tu uvadzame ako ukazku nakol’ko analyticky tvar jej distribucnej funkcie patri
medzi najmenej komplikované tvary, teda je uvadzany Casto aj v u¢ebnici (Horakova a kol.,
2015):

Fs(x) =1 — qe™P%*

Odhad distribu¢nej funkcie celkovej Skody ziskame podl'a (Horakova a kol., 2015) ako:
my
Fs(x) = —=
s(x) n

Vyuzitie tohto vztahu si ukdZzeme na priklade, pri ktorom uvazujeme portfélio poistnych zmluav,
v ktorom sa pocet §kdd N riadi geometrickym rozdelenim, N ~ Ge(0,8) a vySka indi-viduélne;j
Skody exponencidlnym rozdelenim, X~ E(1/6). Pomocou kodu nizSie uré¢ime hodnoty
distribu¢nej funkcie tohto rozdelenia simula¢nou metédou Monte Carlo (pre pocet simulécii n
= 30 000) a porovname ich s hodnotami vypocitanymi podla exaktného vzt'ahu vyssie.

x<-seq (from=0, to=60,by=5)
F ex<-1-(l-prob) *exp (-prob*rate*x)

F simul<-NULL

for(i in x) {

h<-length (subset (S, S<=1i)) /n

F simul[i]<-h}

F simul<-

as.vector (c(length (subset (S,5<=0))/n,na.omit (F_simul)))

aprox err<-round (abs (F simul-F ex),7)

data.frame (x=x,F ex=F ex,F simul=F simul,Aprox Err=aprox err)

pricom cyklus for mozno esSte alternativne vylepsit’ a dostavame vystup pre zvolené hodnoty
X:

X F ex F simul Aprox Err
1 0 0.8000000 0.8004667 0.0004667
2 5 0.8973166 0.8963000 0.0010166
3 10 0.9472806 0.9454333 0.0018472
4 15 0.9729329 0.9727333 0.0001996
5 20 0.9861033 0.9850333 0.0010700
6 25 0.9928652 0.9920333 0.0008319
7 30 0.9963369 0.9960667 0.0002702
8 35 0.9981193 0.9979000 0.0002193
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9 40 0.9990344 0.9987333 0.0003011
10 45 0.9995042 0.9992000 0.0003042
11 50 0.9997455 0.9997000 0.0000455
12 55 0.9998693 0.9998667 0.0000027
13 60 0.9999329 0.9999667 0.0000338

Chybu aproximacie sme urcili na zédklade vzt'ahu

Y s
30000 Fs(x)

Na zaklade porovnania hodnoét distribu¢nej funkcie vypocitanej exaktne a distribu¢nej funkcie,
ktoru sme ziskali odhadom s vyuzitim simuldcii m6Zeme konstatovat’, vysledky do-siahnuté
numericky presnou metédou su porovnatel’né s vysledkami aplikacie simu-laénej metédy
Monte Carlo, n =30 000. A teda na otazku kol’ko simulacii je vhodné realizovat’ odpovieme
S vyuzitim centralnej limitnej vety. Chyba, ktorej sa pouzitim simulacie dopustame, zavisi
od poctu simulacii, teda od hodnoty n. Ak Fg(x) =p atato aproximujeme relativnou

~ ) mxy H s . v . ,
pocetnost'ou —=, potom pre odhad pravdepodobnosti p pomocou relativnej pocetnosti plati

(podl'a (Horakova a kol., 2015), pozri tiez (Holosova, 2012)):

. my _
AI_I)EIOP(|T—}9| <co) =1 w>0
Pre komparaciu niz§ie uvadzame aj vystup pre n = 1 000. Je zrejmé, Ze presnost’ hodnét v stipci
F simul je znizend atym je aj chyba aproximacie vysSia (priemer hodnot v stipci
Aprox_Err je 0,002127, pre n = 30 000 je hodnota 0,000334).

X F ex F simul Aprox Err
1 0 0.8000000 0.799 0.0010000
2 5 0.8973166 0.890 0.0073166
3 10 0.9472806 0.958 0.0107194
4 15 0.9729329 0.976 0.0030671
5 20 0.9861033 0.987 0.0008967
6 25 0.9928652 0.995 0.0021348
7 30 0.9963369 0.997 0.0006631
8 35 0.9981193 0.999 0.0008807
9 40 0.9990344 0.999 0.0000344
10 45 0.9995042 1.000 0.0004958
11 50 0.9997455 1.000 0.0002545
12 55 0.99986093 1.000 0.0001307
13 60 0.9999329 1.000 0.0000671

Poznamka. Program na vyuzitie funkcie aggregateDist z kniznice actuar V nadviz-
nosti na vztah odhadu distribu¢nej funkcie a kvantilovej funkcie pre ur¢enie hodnét ndhodne;j
premennej S pre dané zlozené rozdelenie uvadzame nizsie (autor: Mucha, V.). Vidime, Ze tato
funkcia je v R uzavreta a neposkytuje priamy vystup hodnét.
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library (actuar)

model.freq <-expression (data=rpois (73))
model.sev <-expression (data=rlnorm(4.938,0.837))
Fs <-aggregateDist ("simulation",
nb.simul=50000,model. freq,model.sev)
hodnoty<-NULL

a<-0

for(i in 1:10000) {a<-a+0.0001
kva<-quantile (Fs, a)

hodnoty[i]=kva}

hodnoty

4 Zaver

V prispevku sme prezentovali relevantnost’ vyuzitia simulacii pri analyze vysky Skody
arozdelenia celkovej Skody v kontexte kolektivneho modelu rizika, ktorym sa zaoberd najmi
americka teoria rizika. Uviedli sme dve $tadie, ktoré potvrdzuju, ze simulacie predstavuju
opodstatneny nastroj, ktory mozeme pouzivat pri modelovani a ktory je porovnatelny
s exaktnymi metdédami. Napriek tomu, ze analytické rieSenia pre vyjadrenie distribucnej
funkcie rozdelenia celkovej existuju, su vSak naro¢né a komplikované. Ak pozname rozdelenie
poctu §kod N a rozdelenie individualnej vysky Skody nahodnej premennej X s pri-slusnymi
parametrami, mozeme v R vygenerovat’ hodnoty ndhodnej premennej S pomocou simulécii
Monte Carlo a funkcie replicate. A ak realizujeme dostato¢ne vel'a simulacii, ich vyuzitie
poskytuje mimoriadne presné vysledky pre rozne Kkombinacie primarneho
a sekundarneho rozdelenia pre rozne zloZené rozdelenia (pozri Pales, 2018).

Informécie v prispevku (kdéd jazyka R) mozno taktiez vyuzit' pri realizécii chi-kvadrat
testu dobrej zhody skimanych tdajov, resp. sledovat’ postup vypoctu s vyuzitim cyklu for.

Solvency II poskytuje metodiky na vypocet ekonomického kapitalu potrebného na krytie
neocakavanych $kod, pri ktorych odporuca zohl'adnit’ prave stochasticky pristup. Rozdelenia
opisujuce rizika moZe poistoviia ziskat' na zaklade internych udajov, z ktorych sa vytvori
prislusné zloZzené rozdelenie agregovanej Skody. Jeho znalost’ potom umoziiuje analyzovat
riziko a prispieva k vyhnutiu sa situadciam, Ze prijmy poistovne budi nedostatocné na krytie
prevzatych zavizkov. ViacSina najcastejsSie vyuzivanych mier rizika je zaloZzend na vyuZiti prave
nahodnych veli¢in opisujucich pravdepodobnostné rozdelenie strat (§kod) portfolia za urcity
Cas, teda vedie aj k vyjadreniu mier rizika VaR a CVaR, ktora je v aktuar-skej praxi vysoko
aktualna. Pristup simulécii, v rdmci tohto procesu, moze byt efektivne vyuzity (ako sme uz
spomenuli) v oblasti eliminacie naroénych postupov, ktoré suvisia s exaktnymi metodami
stanovenia zlozeného rozdelenia celkovej Skody, o je v pripade spojitej nahodnej premenne;j s
existujucou strednou hodnotou klIicové pri odhade ekonomického kapitalu. Simulacie st
potom vyraznou moznostou ziskania hodnot kvantilov zloZenych rozdeleni. Hodnoty
konkrétnych kvantilov ziskané pomocou simuldcii su zase nielen porovnatelné, ale su
zastupitel'nou alternativou pre hodnoty kvantilov ziskanych exakt-nou metdédou a to aj v pripade
zalozenom na vlastnostiach exponencialnych disperznych mo-delov.

V prispevku sme blizsie vysvetlili stadie uvedené v (Horakova a kol., 2015), kde k pre-
zentovanym vysledkom nie je uvedeny blizsi popis, napriklad len uvadzame, ze simulécie boli
ziskané prostrednictvom MS Excel/VBA, pozri napr. (Mucha, 2008). S vyuZitim progra-
movacieho jazyka R moze Citatel’ v kode sledovat’ postup vypoctu.

Na zaver uvadzame citaciu autorky z prispevku (Horakova, 2015): Vysledky ziskané
simuldciami dovoluju v urcitych medziach spdtné vyhodnotenie realneho procesu. Urcenie
tychto medzi je ulohou validacie modelu. Validacia je proces, cielom ktorého je overit mieru
zhody spravania sa simulacného modelu so spravanim sa realneho systéemu. Cielom validacie
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modelu je teda preverenie, Ci dostatocne zobrazuje modelovany systém, co je v niektorych
pripadoch zloZity proces. Ak sa vsak tento krok vynechd, moze dojst k mylnym zaverom a
interpretacii vysledkov. Ddélezitou zasadou, na prvy pohlad samozrejmou, je nevyhnutné
porozumenie procesu, jeho zvladnutie po teoretickej stranke. Iba tak je mozné sa vyhnut
problémom, ktoré moézu vzniknut' a aj vznikaju, ak Student dostatocne nepochopi modelovany
system. Teda aby nedochadzalo k tomu, Ze Student sice simuluje proces, ale vysledky ktoré
dosiahne nespravne interpretuje, resp. domnieva sa, ze zostavil model, ktory vhodne nahradi
redlny proces, ale v skutocnosti zostavil model, ktory iba zdanlivo s uvazovanym redalnym
procesom suvisi, je potrebné venovat' vicsiu pozornost' prepojeniu prezentdacie teoreticku casti
prace s aplikacnou. Tak, aby jej vyuzitie bolo zmysluplné pri jednoznacnom deklarovani ulohy,
ktora sa bude rieSit pomocou simuldcii, vrdatane stanovenia predpokladov, preverenia
vautornej logiky modelu a preverenia dostatocnosti zobrazenia modelovaného systému.
NemoZzno nesuhlasit’, Ze predkladany prispevok poukazuje prave na tieto skutocnosti
a potvrdzuje vyznam simulacii, ¢i uZ v pedagogickej alebo praktickej rovine. Simulacie
Monte Carlo realizované v jazyku R (a detailne popisané v (Pales, 2018)) mnohonasobne
prevySuji metodiku vysvetlenia exaktného vyjadrenia vztahu kolektivneho modelu
rizika S = YN, X; a maju, podPa nazoru autora, pre Studentov aj aktuirov z praxe zlo-
movy vyznam.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0120/18 Moderné
ndstroje riadenia rizika v internych modeloch poist’ovni v kontexte direktivy Solvency |1
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