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Abstrakt

Existuje viacero metdd vypoctu poistného v Zivotnom poisteni. Niektoré su vyuzivané pre svoju
jednoduchost’, ako napriklad metdda sucasnej hodnoty a iné zase pre svoju komplexnost.
Prispevok sa zaobera vypoctom poistného pomocou centralnej limitnej vety pri spojitych
poisteniach, hlavne spojitych déchodkoch. Definujeme si pri zakladnych typoch poistenia
spojiti ndhodnu premennu, ktord bude vyjadrovat sucasnti hodnotu poistnych plneni
a vypocitame si jej stredni hodnotu a rozptyl. NavySe si stanovime predpoklady tak, aby sa
centralna limitnd veta dala pouzit. Zaverom prispevku je zhodnotenie pouzitia tejto metody.
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Abstract

There are several methods of calculating premiums in life insurance. Some are used for their
simplicity, such as the present value method, and others for their complexity. This paper deals
with the calculation of premiums of continuous insurances, mainly annuities, by using the
central limit theorem. We define a continuous random variable for the basic types of insurance
that will express the present value of claims and we will calculate its mean value and variance.
In addition, we set the assumptions so that the central limit theorem can be used. The conclusion
of the paper is to determine, whether this method is useful.
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1 Uvod

Pozname viaceré spOsoby na vypocet poistného v zivotnom poisteni. Jednou zo
zakladnych metod je metdda sti€asnej hodnoty, ktord je ¢asto vyuzivana pre svoju jednoduchost’
a pre moznost” pouzit’ pri vypocte komutacné ¢isla. Netto poistné tymto spdsobom uréime
z rovnice ekvivalencie, kde na jednej strane sa nachaddza sucasna hodnota poistného a na strane
druhej sucasné hodnota poistnych plneni. V pripade brutto poistného pripocitavame k poistnym
plneniam aj sucasnil hodnotu nékladov. Vyplata poistnych plneni mdze byt bud’ jednorazova
ako v pripade napr. poistenia na umrtie, na dozitie ¢i zmie$aného poistenia alebo opakovana
ako v pripade dochodkov.

Medzi d’al§ie moznosti vypoctu poistného patri vypocet pomocou centralnej limitnej
vety, ktory si v praci predstavime. Uk4zeme si ho na v§eobecnom a nasledne aj na konkrétnom
pripade pri niektorych spojitych dochodkoch, pri¢om nas bude zaujimat,, ¢i a ako bude vysledné
poistné odlisné od toho, ktoré si vieme vypocitat’ metodou sucasnej hodnoty. Na to, aby sme
tato metdédu mohli pouzit’ musime si definovat’ ndhodni premennu vyjadrujicu sucasnu
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hodnotu davok, uréit’ jej strednii hodnotu a disperziu. Dalej budi musiet’ byt zabezpegené
predpoklady, aby platilo znenie centralnej limitnej vety.

V tvode prace predstavim deterministicky a stochasticky model, kde si definujeme
funkcie a vyrazy, ktoré budeme pouzivat’ neskor. Nasledne si predstavime nahodnti premennu,
ktora vyjadruje sucasnti hodnotu davok pri jednotlivych typoch spojitych poisteni. Potom si vo
vSeobecnosti vyjadrime poistné pomocou centralnej limitnej vety a na zaver, po stanoveni si
predpokladov, porovndme vysSie opisané dve metdody vypoctu a zhodnotime, ¢i je vhodné
pouzit’ vypocet pomocou centralnej limitnej vety.

2 Deterministicky model

Majme populaciu 0sob [yvo veku 0, ktora sa riadi ro¢nou umrtnostnou mierou g, danou
umrtnostnou tabul’kou a ktora je uzavretd, ¢ize neuvazujeme vstup a vystup je len nasledkom
umrtnosti. Uvazujme spojita funkciu [, definovani pre vsetky x > 0, ktora vyjadruje pocet 0s6b

v e . . l , y . "
dozivajucich sa veku x z poétu l,. Potom podiel p,, = % nazyvame ronou mierou prezitia
X
ateda je to pravdepodobnost, Zze osoba vo veku x sa doZije veku x + 1. Taktiez plati pre

lx+n

pravdepodobnost’, ze x ro¢na osoba sa dozije veku x + n, ,p, , Je rOVNa ,p, = o Pocet
X

0sob, ktoré sa nedozili veku x + 1 sa oznacuje d, aplatid, = [, — L,.,;. Potom rocna miera

umrtnosti q,, predstavuje g, = 1 — p,, = %.

Podl'a frekvencie vyplaty delime poistné produkty na tie s jednorazovou vyplatou
adochodky.

2.1 Poistenia s jednorazovou vyplatou

Jednym zo zakladnych typov poisteni s jednorazovou vyplatou je poistenie na doZitie,
kde sti¢asnu hodnotu 1 peniaznej jednotky vyplatenej v case dozitia sa poistenej osoby veku x +
n oznacujeme ,E,a uréime zo vztahu [, ,E, = L,.,,v" kde x je vek osoby v ¢ase uzavretia
poistnej zmluvy a n je pocet rokov, ktoré musi poisteny prezit’, aby mu bola vyplatena poistna
suma. Sucasnd hodnota takéhoto poistenia je rovna

kde D, = v*l, anazyvame ho prvé komuta¢né ¢islo. Vyjadruje oddiskontovany pocet osdb
dozivajucich sa veku x. Dalej definujeme poistenie na imrtie a to podl’a doby trvania moze byt
dozivotné alebo docasné. Dozivotné poistenie na umrtie, A,, vyjadruje sucasnii hodnotu 1
peniaznej jednotky vyplatenej na konci roka umrtia poistenej osoby. Pokial’ ide o doCasné
poistenie na imrtie na n rokov, tak poist'ovna vyplati 1 peiiaznu jednotku pozostalym v pripade,
ze poisteny zomrie do veku x + n asucasnd hodnota takéhoto poistenia sa oznacuje A,lan].
Diskontovany pocet zomretych vo veku x oznaujeme ako C,, €o sa tiez nazyva druhé
komutacné &islo a je vyjadrené ako C, = v**1d,. Definujeme d’alsie komutaéné ¢&isla:M, =
t=0 Cx+t:Rx = 2o Myte:Ny = Xi=0 Dx+t @ Sy = Xf=o N+ Potom plati

Mx Mx - Mx+n
Ay =— Ay =—7"7—.
X Dx »lxin] Dx
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Dalej definujeme zmie$ané poistenie ako poistenie osoby vo veku x, kde 1 pefazna
jednotka je vyplatend poistenej osobe, pokial sa dozije veku x + n alebo pozostalym, pokial
sa tohto veku nedozije. Suc¢asnti hodnotu u¢ime ako

_ My — Myyn + Dyin

Ax:n] = Aalc:n] + nEx D
x

2.2 Poistenie dochodku

Medzi zékladné typy dochodkov na zaklade doby vyplat ddvok patri dozivotny a doCasny
doéchodok na rokov n, kde pri doZivotnom predlehotnom déchodku oznacenom ako d, ur¢ime
sucasnu hodnotu davky, Cize 1 peniaznej jednotky vyplatenej na zaciatku kazdého roka, pokial
je osoba nazive ako

iy =

><b-| =

Pri docasnom dochodku je doba vyplaty davky n rokov, pokial poistena osoba je nazive
a vieme jeho sucasnu hodnotu stanovit’ ako

.. _ Ny = Nyyq
Axm) = D—
x

3 Stochasticky model

Rozdiel medzi deterministickym a stochastickym modelom je v tom, Ze stochasticky
alebo nahodny model pouziva tvrdenia pravdepodobnosti a Statistiky ateda prihliada na
nahodny charakter poistnych udalosti. V tomto modeli hodnotu finanéného toku povazujeme
za nahodnt premennt.

V tomto pripade definujeme buditicu dizku Zivota novonarodenej osoby ako nahodnii
premennt T a jej distribuénu funkciu ako Fy(t) =P(T, < t),vyjadrujucu pravdepodobnost’, ze
novonarodend osoba zomrie najneskdr vo veku t. Taktiez definujeme funkciu preZitia
akoS,(t) = 1 — F,(t). Potom zodpovedajtca distribu¢na funkcia budicej dizky Zivota osoby
vo veku x. Ty, je

Fo(x +t) — Fy(x)

Fe() = P(Ty <) = P(Ty S x + Ty > x) = ———% 6
— Lo

Podobne potom pre funkciu prezitia osoby vo veku x plati

So(x +1t)

Se(t) = :
X( ) SO (x)
Z uvedeného plati, ze (p, = Sx(t) a g, = E(t).

Dalej definujeme intenzitu umrtnosti ., ako pravdepodobnost’, Ze osoba vo veku x
zomrie najneskor vo veku x + dx, pricom dx je l'ubovol'ne kratky ¢asovy tisek. Potom

— L P(Ty < x + dx|Ty > x) _ (Fo(®) _ (So(®))’ _ _dln tPx
Hote = 2% dx 1-F, So(0) it
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Hustota buducej dizky Zivota bude

dE.(t)
fx(t) = % = tPxHx+t¢-

Z predchadzajucich vzt'ahov plynie, ze

t
t9x :f uDx Hx+udU.
0

Budticu dizku Zivota osoby vo veku x vieme tieZ vyjadrit’ ako T, = K, + Y, kde K,
predstavuje celociselnu Cast’ Ty, a Y, zZlomok roku, ktory poistena osoba vo veku x prezije v roku
smrti. K, sa nazyva skratena dizka zivota.Ked uvazujeme, ze T, = K, + Yy, tak sa jedna
0 spojity pripad a teda poistna suma sa vyplaca, pri poisteni na umrtie, bezprostredne po umrti
poistenej osoby. Definujeme v tomto pripade spojit nahodnti premennt Z ako st¢asnti hodnotu
1 petiaznej jednotky vyplatenej bezprostredne po tom, ako nastala poistnd udalost’ (v pripade
docasného resp. dozivotného poistenia na umrtie a zmieSané¢ho poistenia) alebo ako spojite
vyplacani davku v pripade dochodkov (davka sa vyplaca m krat ro¢ne, pricom m — o) .
Néahodné premenné a ich stredné hodnoty pre vybrané typy poistenia si uvedené v tabulke ¢.
1.

Tab. 1: sucasnd hodnota poistnych plneni pri zakladnych spojitych poisteniach

Spojité poistenia Nahodna premenna Z E(Z)
DOZIVOtI}e p0}stenle zZ=v" f vif(t)dt = f V' Drlberedt = Ay
na umrtie 0 0
Docasné poistenie na " n —1
l'lnI;rtie 7= {vt,ak T,=t<n f vif(t)dt = f VY Dyl dt = Ay
0, inak 0 0
n —a .
ZmieSané poistenie 7 = {Vt ,akT, =t<n f vt tDxblxsedt + V" opy = Ax:n] + B = Ax:n]
v",ak T,>n 0
n o0
[ @un@de+ @y [ fcode
B 0 L n n
Doédasny dochodok? _[@pakTe=t<n = E<f (1- vt)fx(t)dt>
Ay, akTy >n 0 n
+ an] nPx = f vt tDxdt = ax:n]
0

_ [ @an@de=3([ a-vonead

DozZivotny dochodok Z = ary 0 %
= j vt tpxdt = Ex
0

Zdroj: Potocky, 2012

2 Pri vypoétoch sme pouzili vzorec na uréovanie sicasnej hodnoty istého finanéného spojitého dochodku v tvare

_e— 0 —
1e® 1 5’”  kde § = —In(v) (Bilikova, 2003).

at] =
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4 Vypocet jednorazového netto poistného spojitych dochodkov pomocou centralnej
limitnej vety

V nasledujtiicej Casti si opiSeme vypocet jednorazového netto poistného pomocou
centralnej limitnej vety stym, ze ho porovname s vypoctom pomocou metdody sucasnej
hodnoty.

Zakladnym principom pri vypocte metodou sti€asnej hodnoty je, Ze poistné sa touto
metodou uréi z rovnice ekvivalencie, v ktorej sa na jednej strane nachadza sucasna hodnota
poistného a na druhej strane sucasna hodnota poistnych plneni (v pripade netto poistného) plus
sucasna hodnota nékladov (v pripade brutto poistného) (Sakalova, 2000). Ked’ze v naSom
pripade uvazujeme jednorazové netto poistné, tak poistné bude pri jednotlivych typoch
spojitych déchodkov pri pouziti tejto metddy rovné strednej hodnote ndhodnej premennej Z.

Dalsiu metodu, ktoru si predstavime je vypocet pomocou centralnej limitnej vety (CLV).
Lévy — Lindeberg centralna limitna veta hovori, Ze ked’ mame ndhodnu premennu X taku, Ze je
stuctom n nezavislych rovnako rozdelenych nahodnych premennych X, X5, ..., X,,, s kone¢nou
strednou hodnotou E (X;) = u a koneénym rozptylom D (X;) = a2, tak pre normovant nahodna
premennt Y

X—n
Y= a

no?
plati

lim P(Y < p) = ®(p),
n—>o0o

kde ®(y) je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia, ¢ize Y g ~(0,1).
Odvodime si teraz vS§eobecne vztah pre vypocet jednorazového netto poistného pomocou CLV.

Budeme uvaZovat stratu poistovne na poistnych zmluvach. Nech L je sucet M
nezavislych, rovnako rozdelenych nahodnych premennych, kdeL bude vyjadrovat’ celkovu
stratu poistovne z M rovnakych poistnych zmliv. Poistné P ur¢ime tak, aby pravdepodobnost’
P(L > 0) bola mensia ako p, ktoré si vopred stanovime. Budeme uvazovat’ jednorazové poistné
zaplatené na zaciatku poistnej doby.

Stratu poistovne z j-tej poistky pre j = 1,2, ..., M vieme vyjadrit ako L; = Z — P, kde P
je jednorazové netto poistné a Z su poistné plnenia na jednu poistnti zmluvu. Potom

E(L;}))=E(Z-P)=E(Z)—-EP)=E(Z)-P.

Pravdepodobnost’, Ze celkova strata poistovne bude kladna vyjadrime ako

Yt L —E(XL L) S 0-E(X1L L)

D(ijl:le) D(Z?fl:ll‘j)

M
P(L>0)=P ZL]->O =P
j=1

Ozna¢me si ndhodnu premennu Y ako
_ XL L - E(B)L L)

D (ijl:l Lj )

Y

potom plati
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P Y>O_M—E(Lj)\—P y>_\/ﬁﬂ\

o)\ o)

E(L) —qs/_mE(Z)‘P

\JW\JTL»'

Z ¢oho vieme vseobecne vyjadrit’ jednorazové netto poistné ako

Uy —p+/ D (L)

P= —T+E(Z),

Pouzitim CLV dostaneme

pricom z vlastnosti rozptylu vieme, Ze

D(Lj)) =D(Z - P) =D(2),
pricom D(Z) = E(Z?) — E*(2),

a teda jednorazové netto poistné potom bude

Uy_p+/D(Z)
VM

Na to, aby sme vedeli pouzit’ odvodeny vzorec na stanovenie jednorazového netto
poistného budeme potrebovat’ poznat’ rozptyl pri jednotlivych typoch skimanych poisteni,
ktory nevieme aktudlne zovSeobecnit. VSeobecné stanovenie rozptylu bude V uvode
nasledujucich stati. Nasledne, budeme porovnavat vystupy metdody stcasnej hodnoty
s metodou vyuzivajacou CLV.

Konkrétne vypocty poistného budeme ilustrovat’ pri pouziti predpokladov uvedenych
Vv tabulke €. 2.

P=- +E(2).

Tab. 2: predpoklady pouzité pri vypoctoch

Umrtnostné tabulky UT SR z 2012
X 30
i 0,70%
10
4] 5%
Up 95 1,645
10.000

Zdroj: vlastné spracovanie
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4.1 Spojity doZivotny déchodok

Rozptyl ndhodnej premennej Z, ktora je vyjadrena v tabulke ¢. 1, vieme pri spojitom
dozivotnom dochodku vyjadrit’ ako

® (1 —vt)? “1— vt :
p@ - [ (F55) swa- ([ 55 Ao)

)

(7 ey N i
‘5200 (1 —v9)2f.(O)dt (1 fovfx(t)dt>>

S(1-24, - 24, -1+ 24, - A,")
-5 (- 4),

kde 24, znamena, , Ze pouzivame diskontny faktor v? a teda Girokova miera je rovna 2i + i2.3
Potom na zaklade vopred stanovenych predpokladov a pri aproximéaciach takych, ze a, = d, —

% ad,~ (1 + %) A,, bude D(Z) = 101,728 a E(Z) = 35,7317. Potom poistné stanovené
jednotlivymi metodami bude

Tab. 3: poistné stanovené oboma metédami

Metoda Poistné
Pritomnej hodnoty (E(Z)) 35,7317
CLv 35,5658

Zdroj: vlastné spracovanie

V tabulke ¢. 3 mozeme vidiet, Ze rozdiel v poistnom medzi jednotlivymi metodami je
maly a teda je vhodné pouzit’ vypocet pomocou centralnej limitnej vety.

4.2 Spojity do¢asny dochodok na n rokov

Rozptyl nahodnej premennej Z, ktora je vyjadrena v tabulke ¢. 1, vieme pri spojitom
docasnom dochodku vyjadrit’ ako

(1-v9

~ n 2 © (1 —pM) 2
D(Z)—j;) <T) fx(t)dt+L (T) f(t)dt

"l—vw *®1 —p" 2
— (L Tf;c(t)dt + L fx(t)dt>

1)
1 n n
= §<1 — Zf vt f.()dt + f v2t f.(O)dt — 2v™ ,p, + V" an)
0 0

n 2
— %(1 — L vt f,(O)dt —v" npx> ! ( 2IéTx:n] - (/Tx:n])z)'

e

3 Potocky (2012). Dané oznacenie predstavuje [)Ouiitl’l diskontn mieru ‘Uz a budeme ju pouzivat’ aj v d’al§ich
Castiach.
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Opiét ako v predchadzajucom pripade s pouzitim obdobnych aproximacii si vypocitame
D(Z) = 338,1403 a E(Z) = 9,1287. Potom poistné stanovené jednotlivymi metodami bude

Tab. 4: poistné stanovené oboma metédami

Metoda Poistné
Pritomnej hodnoty (E(Z)) 9,1287
CLV 9,1265

Zdroj: vlastné spracovanie

kde opit’ vidime len malé rozdiely vo vyslednom poistnom. Keby sme zmenili predpoklady
pouzité pri vypoctoch, tak rozdiely v poistnom by mohli byt’, samozrejme, vacsie. Podstatny
vplyv na velkost’ rozdielu by mal pocet poistnych zmlav.

5 Zaver

Existuje viacero spésobov vypoétu jednorazového netto poistného. My sme porovnavali
metodu sucasnej hodnoty, najCastejSie pouzivanl pri vypoctoch poistného, pretoze umoziuje
pracovat’ s komuta¢nymi ¢islami s vypoctom pomocou centralnej limitnej vety. Obe sme
pouzili pri poisteni spojitych dochodkov a zistili, Ze rozdiely v poistnom su malé. Keby sme
zmenili predpoklady pouzité pri vypoctoch, tak rozdiely v poistnom by mohli byt’, samozrejme,
vicsie. Podstatny vplyv na velkost’ rozdielu by mal pocet poistnym zmlav, a preto znizenim
poctu poistnych zmliv by poistné vypocitané pomocou centralnej limitnej vety bolo niZSie.
Avsak keby sme toto urobili, tak by sme porusili jeden zo zakladnych predpokladov CLV a teda
by sme ju nemohli pouzit. Zaverom teda je, ze vypocet poistného pomocou CLV je vhodny
a rozdiely medzi touto metdédou a metddou sucasnej hodnoty su malé.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0120/18 Moderné
ndstroje riadenia rizika v internych modeloch poist’ovni v kontexte direktivy Solvency I1
a grantovej ulohy VEGA 1/0221/17 Investicné modelovanie v prostredi katastrofického
poistného rizika
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