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MODELY S BINARNOU ZAVISLE PREMENNOU!

Uvod

Zakladnou Statistickou metodou pri skimani vplyvu vysvetlujucich premennych na
vysvetlovanil premennt je linedrna regresna analyza. Predpokladom jej pouzitia je, aby
zavisle premenna bola spojita. V mnohych analyzach vSak tato podmienka nie je splnena a
zavisle premenna nadobuda diskrétne hodnoty vo forme kategoridlnej premenne;.
Riesenim je vyuzitie skupiny modelov s diskrétnou kategorialnou premennou, akymi st
napr. binarne, ordinalne, multinomické modely. Zakladnymi modelmi su logitovy
a probitovy model.

Modely s binarnou zavisle premennou vyuzivame v pripade, ze kategorialna zavisle
premenna nadobuda iba dve mozné hodnoty, teda ide o binarnu premennti. Nezavislé
premenné v modeli mézu byt spojité aj kategorialne.

1 ZOVSEOBECNENY LINEARNY MODEL

Zovseobecnené linedrne modely (Generalized Linear Models - GLZ) predstavuju
Siroktl skupinu modelov. Mézeme ich vyuzit' pri analyze spojitych aj kategorialnych
nezavislych premennych a na posudenie ich vplyvu na spojita alebo diskrétnu zavisle
premennu. Patria sem modely linearnej regresie a analyzy rozptylu pre spojiti zavisle
premennu, ako aj modely pre kategoridlnu zavisle premennt. Modely s binarnou
premennou su teda $peciadlnymi pripadmi zovSeobecneného linearneho modelu.

V kazdom zovSeobecnenom linedrnom modeli uvazujeme s tromi zakladnymi
zlozkami modelu. St to nahodna zlozka, deterministicka (systematicka) zlozka a link
(spojnica modelu, linkova funkcia) [1].

Nahodna zlozka identifikuje =zavisle premennu Y arobi usudky o jej
pravdepodobnostnom rozdeleni. Deterministicka zlozka zahina vysvetl'ujice, nezavisle
premenné Xi,Xz ... Xk & popisuje vzt'ah medzi nimi. Linearnu kombinaciu vysvetl'ujucich
premennych Vv zovSeobecnenom linearnom modeli nazyvame linearny prediktor. Ak
oznacime ocakavanu hodnotu Y, t.j. strednu hodnotu jej rozdelenia pravdepodobnosti

u=E(Y) (1.2)

1 VEGA: 1/0092/15 Moderné pristupy k navrhovaniu komplexnych Statistickych prieskumov,
ktorého veducim je prof. Ing. Milan Terek, PhD.
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vieme, Ze hodnota p sa meni v zavislosti od tirovne vysvetlujucich premennych.
Deterministicka zlozka teda Specifikuje vysvetlujuce premenné, ktoré vystupuju ako
linearny prediktor na pravej strane modelovej rovnice v tvare:

ﬂ0+ﬂlxl+“'+ﬁkxk (12)

Link popisuje funkény vztah medzi ndhodnou a deterministickou zlozkou.
Specifikuje vzt'ah medzi o¢akdvanou hodnotou x = E(Y) avysvetl'ujicimi premennymi
V linearnom prediktore. Na popis tohto vztahu pouzivame monotonnu funkciu g(p), ktort
nazyvame link alebo linkova funkcia.

g(w) = By + B X, +..+ B X, (1.3)

Linkova funkcia g(.) teda zovSeobechiuje vztah medzi zavisle premennou
a nezavislymi premennymi v modeli. Tento vzt'ah m6ze mat’ podobu bud’ linearneho alebo
nelinedrneho efektu na zavisle premennt. Najjednoduchsia forma linkovej funkcie je tzv.
identity link (identicky, zhodny link), ktory ma tvar:

g(u)=p (1.4)

Pomocou tejto funkcie modelujeme priamo strednt hodnotu vysvetl'ovane;j
premennej a vyuzivame ju pri linearnej regresii spojitych premennych.

w= B+ X+t B Xy (1.5)

Nie vzdy vsak linearna regresia postacuje na adekvatne popisanie vztahu medzi
pozorovanymi premennymi. Najcastejsie to byva z dvoch hlavnych pri¢in. Jednou z nich
je rozdelenie pravdepodobnosti zavisle premennej a druhou je nelinearny vztah medzi
prediktorom a zavisle premennou [2].

Rozdelenie pravdepodobnosti skimanej zavisle premennej nemusi byt normalne.
Ak pracujeme s kategorialnou zavisle premennou, rozdelenie pravdepodobnosti nie je
dokonca ani spojité. V tomto pripade moze ist’ o diskrétne binomické, multinomické,
pripadne Poissonovo rozdelenie.

Druhym obmedzenim je, Ze vzt'ah medzi prediktorom a zavisle premennou nemusi
mat’ nutne linearnu podobu. Skor sa stretneme s tym, ze prediktory si vzhl'adom na
zavisle premennu v nelinearnom vztahu. Pouzitie identity linku potom straca svoje
opodstatnenie a rieSenim je volba inej vhodnej linkovej funkcie.

Zovseobecneny linearny model je vhodny na pouzitie vV oboch spomenutych

pripadoch. Ak ide 0 zavisle premennu s diskrétnym rozdelenim pravdepodobnosti, a aj
Vv pripade, Ze zavisle premenna nie je v linedrnom vzt'ahu k prediktorom. Zovseobecnenie
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umoznuje, aby mala nahodna zlozka aj iné pravdepodobnostné rozdelenie ako normalne
a umozinuje aj modelovanie nejakej funkcie strednej hodnoty zavisle premenne;j. Avsak je
potrebné model vhodne transformovat’ pomocou linkovej funkcie.

2  MODELY S BINARNOU ZAVISLE PREMENNOU

Pri modelovani kategoridlnej zavislej premennej sa snazime odhadnut’ model,
pomocou ktorého by sme Specifikovali vzt'ah zavisle premennej od jednej alebo mnoZziny
vysvetlujucich premennych. Chceme zistit' efekt vysvetlujicich premennych na
kategorialnu zavisle premennu, ktord nadobtida diskrétne obmeny znaku. Vysvetl'ujiace
premenné v modeli mézu byt spojité alebo kategorialne.

Inymi slovami, hl'addme vztah medzi skupinou vysvetlujucich premennych
a pravdepodobnost'ou nastania sledovaného javu. Zaroven predpokladame, ze tato
pravdepodobnost’ je linedrnou funkciou vlastnosti Statistickej jednotky, ktoré
charakterizuju jednotlivé vysvetl'ujuce premenné v modeli.

Mnoho kategorialnych zavisle premennych nadobuda iba dve mozné obmeny
znaku. Ide napr. o rozhodnutie kapit’, ¢i nekupit’ dany produkt, status nezamestnaného
alebo zamestnaného, volebné preferencie k danému, resp. inému kandidatovi,
diagnostikovanie alebo nepritomnost’ danej choroby a pod. Takéto premenné nazyvame
binarne (dichotomické, alternativne) premenné.

Kategorialne zavisle premenné vSak mézu nadobudat’ aj viac ako dve diskrétne
obmeny, napr. vyber zo sortimentu rdéznych produktov, socialny status rodiny, pocet
planovanych deti vrodine apod. Vtedy ide o tzv. viackategoridlne, mnozné, teda
multinomické znaky.

V d’alSom texte sa uz obmedzime na popis modelov pre binarnu zavisle premenn.
Ide o skupinu modelov, ktoré na modelovanie zavisle premennej vyuZzivaju prave
dichotomické znaky.

Ozna¢me binarnu zavisle premennu Y ajej dve mozné obmeny znaku 1 aO0.
Hodnotu 1 za predpokladu, ze dany jav nastal a hodnotu 0, ak dany jav nenastal. Tato
binarna zavisle premenna ma alternativne rozdelenie pravdepodobnosti a zvykne sa
nazyvat aj Bernoulliho premennou.

Jej rozdelenie je dané pravdepodobnost'ou vyskytu Zelanej udalosti, ak dany jav
nastal:2

2 Ak modelujeme pravdepodobnost’ nastatia javu P(Y=1), ide samozrejme o podmienent

pravdepodobnost’ P(Y=1|x) nastatia javu Y za podmienky vyskytu premennej X, teda Ze jav
nastane pri danej Grovni X. V d’alSom texte sa obmedzime len na vyraz P(Y=1) a budeme
predpokladat’, Ze ide o podmienent pravdepodobnost’.
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PY=D=x (1.6)
a pravdepodobnost’ou, ak dany jav nenastal:
PY=0)=1-rx. 1.7)

Toto rozdelenie pravdepodobnosti méa strednu hodnotu:

E(Y)=1-P(Y=D)+0-P(Y=0)=1.7+0-1-7)=x (1.8)
a rozptyl:
DYY)=z(l-x) (1.9)

Pri n nezavislych pozorovaniach na bindrnej zavisle premennej s parametrom
7, pocet pripadov nastatia javu ma binomické rozdelenie s parametrami n a m. Teda
predpokladame, Ze nahodna zlozka v modeli ma binomické rozdelenie.

Ked'ze hodnota pravdepodobnosti  sa mo6ze menit’ v zavislosti od zmeny hodnoty x
premennej X, preto pouzijeme na oznaéenie tejto pravdepodobnosti symbol 7(X).

3 LINEARNY PRAVDEPODOBNOSTNY MODEL

Najjednoduchsi spdsob modelovania vplyvu premenych Xi,X>...Xx na o¢akavanu
hodnotu premennej Y vyuZiva formu linedrnej regresie v tvare rovnice®:

E(Y) =8, + B X, ot B X, (1.10)

Ak chceme modelovat’ pravdepodobnost’ nastatia javu, mdZzeme zapisat'™:
z(X)=Fy + B X, +..+ B X, (1.11)

Tento zovS§eobecneny linearny model s binomickou nahodnou zlozkou a identickym
linkom nazyvame linearny pravdepodobnostny model.

Predpokladame v iom, Zze pravdepodobnost’ nastatia javu sa meni linearne od
urovne vysvetl'ujacich premennych X. Ked'Ze v linearnom pravdepodobnostnom modeli
predikujeme pravdepodobnost’ nastatia javu, interpretacia parametrov 3 sa v tomto pripade

3 Ide 0 podmienent strednti hodnotu zavisle premennej E(Y|X) za podmienky vyskytu pri danej
urovni hodnét premennych Xg,Xz ... Xk.
4 Kde X je vektor hodn6t nezavisle premennych X1,Xz ... Xk
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oproti linearnemu regresnému modelu zmeni. Parameter f: predstavuje zmenu
pravdepodobnosti pri jednotkovej zmene X1, za predpokladu, Ze ostatné premenné zostani
nezmenené. Vyjadruje parcialny efekt posobenia premennej X; na pravdepodobnost
vyskytu javu, pod kontrolou ostatnych premennych v zmysle ceteris paribus.

Ak chceme vyuZzit' metddu regresnej analyzy, musime transformovat binarnu
zavisle premenni na premenni so spojitymi hodnotami, ktorda bude funkciou
pravdepodobnosti vyskytu udalosti.

Narazime v8ak na tri vaZne obmedzenia [6].

1. Kedze linearny pravdepodobnostny model predpokladd interpretaciu
predikovanych hodnét Y ako pravdepodobnosti, nastava problém, ak predikované
hodnoty lezia mimo interval (0,1). O¢akavana hodnota zavisle premenne;j totiZ nie
je ohranicena na tento interval, ale nadobida hodnoty na celom obore realnych
Cisiel. Model teda moze predikovat’ aj pravdepodobnosti 7(x) < 0 alebo #(x) > 1.

2. Rozptyl ndhodnej zloZky nie je konStantny. Ked’Ze stredna hodnota nahodnej zlozky
je E(g)=0a jej rozptyl je D(&)= 7Z'(X)[1— 7Z'(X)] . Znamena to, ze rozptyl
nahodnej zlozky zavisi od X. Nahodna zloZka je teda heteroskedasticka.

3. Rozdelenie nahodnej zlozky nie je normalne, ked’ze analyzujeme binarnu zavisle
premenntl.

Vsetky uvedené obmedzenia linearneho pravdepodobnostného modelu vedu k tomu,
aby sme na modelovanie binarnej zavisle premennej vyuzili iné alternativne modely.

4  NELINEARNY PRAVDEPODOBNOSTNY MODEL

Riesenim je transformovat’ pdvodny model pomocou vhodnej linkovej funkcie.
Snazime sa pritom dodrzat’ dva zdkladné predpoklady. Po prvé, aby sa hodnoty
vysvetl'ujicich premennych, ktoré moézu nadobtidat’ hodnoty cez cely obor realnych ¢isel,
transformovali na pravdepodobnosti v intervale (0,1). Po druhé, aby transformacia bola
monotoénna, teda zachovala vlastnost, Ze ndrast X je sprevadzany narastom (resp.
poklesom) zavislej premennej pre vSetky hodnoty X.

Pravdepodobnost’ zavisle premennej teda transformujeme do podoby linearnej
funkcie nezavislych premennych pomocou linkovej funkcie. Pravdepodobnost’ je potom
vyjadrena ako nelinearny pravdepodobnostny model.

Riesenie sa ponuka vo vol'be funkcie g(.), ktora transformuje nelinearny vzt'ah

medzi prediktorom a pravdepodobnost’ou nastatia javu. Pri tejto funkcii predpokladame,
Ze je rydzo monotonna a existuje K nej inverzna funkcia g*(.).
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Aldrich a Nelson [2] popisuji mnozstvo funkcii, ktoré vhodne transformuju
pravdepodobnosti do nelinearnych pravdepodobnostnych modelov. NajcastejSie sa vSak
na tento ucel vyuzivaju distribu¢né funkcie logistického a normovaného normalneho
rozdelenia. Distribu¢na funkcia logistického rozdelenia je zakladom pre logisticki
regresiu. Pri probitovej regresii zase vyuzivame distribu¢ni funkciu normovaného
normalneho rozdelenia. Logitovy a probitovy model si najznamejSie nelinearne
pravdepodobnostné modely.

5 LOGISTICKY MODEL

Logisticky regresny model je jednym z modelov, ktoré sa vyuzivaji pri analyze
binarnej zavisle premennej. Modelovana pravdepodobnost’ nastatia javu je v nelinearnom
vzt'ahu vzhl’'adom na sadu vysvetl'ujiicich premennych. Ako sme uz spomenuli vyssie,
cielom nelinearnych pravdepodobnostnych modelov je transformovat’ pravdepodobnosti
vyskytu javu pomocou linkovej funkcie tak, aby ich vztah s vysvetl'ujucimi premennymi
nadobudol linearny charakter.

Funkcia, ktor pouzivame pri logitovej transformacii sa nazyva logit.

9(7(x)) = logit(z(x)) (1.12)

Transformovat pravdepodobnosti nastatia javu do logitov znamena, vyjadrit’ ich vo
forme logaritmu Sanci:

) 3 7(X)
logit(z(x)) = |n(—1_ E(X)J (1.13)

Logitova funkcia zabezpeci transformaciu zavisle premennej na spojiti premennu.
Transformacia cez logaritmus $anci premeni pravdepodobnosti vyskytu javu, ktoré sa
pohybuju iba v rozpéti intervalu (0,1), na logity, ktoré sa pohybuji sa na celom intervale
(— 00,00 ).

Nasledne mézeme logisticky regresny model vyjadrit’:

In(ﬂj:ﬂo+ﬂlxl+...+ﬂkxk (1.14)
1-7(X)
logit(z(X))= B, + B X, + ..+ B X, (1.15)

V tomto regresnom modeli je logit podmienenej strednej hodnoty vyjadreny ako
linearna kombindacia vysvetl'ujucich premennych. A teda rovnako ako v linearnej regresii
odhadujeme regresné koeficienty tohto modelu.
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Linearna kombinacia vysvetlujicich premennych sa vSak nerovna priamo
pravdepodobnosti, ale prirodzenému logaritmu Sanci. Teda pravdepodobnost’ vyskytu javu
je na zdklade takto definovaného modelu v nelinedrnom vztahu k vysvetlujicim
premennym. Aby sme mohli predikovat’ pravdepodobnosti nastatia javu pri zvolenej
kombinacii premennych X, na vyjadrenie pravdepodobnosti pouZzijeme spatni
transformaciu:

eﬁo+ﬂ1x1+---+ﬂkxk

7(X) = (1.16)

1+ eﬁo+ﬁ1xl+~-+ﬂkxk

6 PROBITOVY MODEL
Pri transformaécii nelinearnych pravdepodobnostnych modelov v§ak mézeme vyuzit’

aj inu linkovu funkciu. Ak predpokladame, ze nahodna zlozka v modeli ma binomické
rozdelenie, d’alsou takouto funkciou je probit.®

g(7(x)) = probit(z(x)) (1.17)
Probitova linkova funkcia je vtedy definovana ako:
probit(z(x))= ®*(z(x)) (1.18)

Funkcia @ je inverzna funkcia k distribuénej funkcii normovaného normélneho
rozdelenia, v podstate 100n% kvantil normovaného normalneho rozdelenia.

Probitovy regresny model ziskame, ak pravdepodobnosti nastatia javu podrobime
probitovej transformacii. Kym poévodné pravdepodobnosti moézu nadobudat’ hodnoty

v intervale (0,1), hodnoty probitov st uz v rozpéti (— 0, OO).

Takto transformované probity s uz spojitou premennou a mézu byt pouzité ako
zavisle premenna v linedrnom modeli.

Dostaneme tak vyjadrenie probitovej regresnej funkcie:

O (z(X))= By + LXK, + o+ B X, (1.19)
probit(z(x))= B, + B, X, +...+ B X, (1.20)
Lava strana rovnice predstavuje probit, o je skratka pre probability unit, teda

probitovo transformovant hodnotu pravdepodobnosti. Vzt'ah medzi vysvetlujicimi
premennymi a probitom ma uz linearny charakter.

® V niektorych zdrojoch sa zvykne probitova linkova funkcia nazyvat’ aj normit.
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Probitovy regresny model teda umoznuje zistit,, ako sa meni probit v zavislosti od
hodnoét vysvetl'ujucich premennych. Odhadom regresnych koeficientov modelu mézeme
posudit’ aky je vplyv jednotlivych vysvetlujicich premennych na pravdepodobnost’
nastatia javu.

Druhou doélezitou vlastnostou tohto modelu je, Ze aj vV tomto pripade mdzeme
predikovat’ pravdepodobnost” nastatia udalosti pre zvoleni kombindciu hodnot
vysvetlujicich premennych. Na tento el si spatne transformujeme pravdepodobnosti
podl'a vztahu:

7(X)=D(S, + B X +...+ LX) (1.21)
kde @ je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia.

7  DISTRIBUCNE FUNKCIE LOGISTICKEHO A NORMOVANEHO
NORMALNEHO ROZDELENIA

Pri logistickej regresii predpokladdme, ze sigmoidnd krivka distribucnej funkcie
logistického rozdelenia koreSponduje s nelinearnym vzt'ahom medzi pravdepodobnostou
a vysvetl'ujucimi premennymi v modeli. Ked’Ze krivka distribu¢nej funkcie normovaného
normalneho rozdelenia, je tiez sigmoidnou krivkou s ve'mi podobnym priebehom hodnét,
usudilo sa, ze aj tato krivka je rovnako vhodnd na transformaciu nelinedrneho
pravdepodobnostného modelu.

Porovnanie distribu¢nych funkcii
1
-
= CDF Normal -
.08 -
2 = = C(DF Logistic //
c ”
206 -
-
2 /
o4 o7
7 /
- F
* 0,2 v i
- - -
o C
3,0 2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0
Z-skore

Z grafu velmi dobre vidiet, ze krivky distribu¢nych funkcii logistického a
normovaného normalneho rozdelenia sa vel'mi podobaji. Distribu¢na funkcia
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normovaného normalneho rozdelenia je jemne strmsia a teda klesa rychlejsie. Logisticka
krivka ma tzv. tazsie konce, av§ak rozdiely medzi krivkami st vel'mi malé.

Krivky maju vsak niekol’ko spoloénych vlastnosti. Obidve patria medzi S-krivky,
su monoténne rastice a existuju k nim inverzné funkcie. Obe tieto krivky su tiez
symetrické okolo hodnoty pravdepodobnosti 7z(x) = 0,5 Vyuzitie tychto dvoch funkeii
stvisi aj s tym, Ze nadobudaju hodnoty na intervale (0,1), rovnako ako pravdepodobnosti
7(X) v modeli.

Ked'Ze distribucna funkcia logistického aj normovaného normalneho rozdelenia sa
vel'mi podobajti, odhady parametrov z oboch modelov sa uz lisia vyraznejSie. Na odhad
regresnych koeficientov v oboch modeloch pouzivame metédu maximalnej vierohodnosti.
Rovnako, ako aj pri testovani vyznamnosti modelu ako celku.

Odhady parametrov ziskanych jednotlivymi metdédami nie je mozné navzajom
porovnavat’. Logaritmické rozdelenie mé rozptyl rovny 72 /3 apri normovanom
normalnom rozdeleni je rozptyl rovny 1. To znamena, ze odhady z logitovho
modelu musia byt pri porovnavani s odhadmi probitového modelu nasledne
prenasobené 3Y? /7.

Zaver

Probitovy a logitovy model st alternativnymi modelmi pri modelovani S binarnou
zavisle premennou. Hoci ciel skiimania vo forme predikcie pravdepodobnosti aj
predpoklady pri vstupnych premennych su zhodné u oboch modelov, kazd4d z metod
vyuZziva vlastny pristup pri transformacii premennych a odliSuje sa aj interpretaciou
dosiahnutych vysledkov.
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RESUME

Probitovy a logitovy model patria medzi najcastejSie pouZivané zovSeobecnené
linearne modely, ktoré vyuzivame v pripade binarnej zavisle premennej. Hlavny rozdiel
medzi logistickym a probitovym modelom predstavuje predpoklad o rozdeleni nahodnej
zlozky. Obe linkové funkcie patria medzi krivky sigmoidného tvaru, tzv. S-Krivky
s hodnotami v intervale 0 az 1. V probitovom modeli, vyuzivame ako linkovu funkciu,
inverznl funkciu normovaného normalneho rozdelenia, ktora transformuje linedrny
prediktor na ocakavané pocetnosti. V pripade logitovho modelu modelujeme logaritmus
Sanci nastatia javu ako linearnu kombinaciu prediktora. Logit je v tomto pripade
kvantilovou funkciou logistického rozdelenia.

SUMMARY

Probit and logit models are among the most used models of generalized linear
models in the case of binary or dichotomous dependent variables. The difference between
Logistic and Probit models lies in the assumption about the distribution of the errors. The
logit and probit are both sigmoid functions with a domain between 0 and 1. In the probit
model, the inverse standard normal distribution of the probability is modeled as a linear
combination of the predictors. In the logit model the log odds of the outcome is modeled
as a linear combination of the predictor variables and the logit is the quantile function of
the logistic distribution.
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