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Alternativne programové produkty na vyucbu linearneho programovania
Ivan Brezinal, Juraj Pekar?, Marian Reiff®

Abstrakt

Linearne programovanie sa orientuje na modelovanie a optimalizaciu akéhokol'vek vyrobného
procesu alebo systému, ktory mozno opisat’ pomocou linedrnych funkcii a linearnych rovnic,
resp. nerovnic. Modely a metoédy linearneho programovania patria medzi najcastejSie
pouzivané kvantitativne nastroje na podporu rozhodovacieho procesu. Jeho cielom je najst
extrém lincarnej ucelovej funkcie pri stanovenych obmedzeniach opisanych systémom
linearnych nerovnosti, resp. rovnosti. Modely a metoédy linedrneho programovania predstavuju
zéklad vzdelavania V oblasti vyuzitia kvantitativnych pristupov na ekonomickych a
technickych univerzitich vo svete. Pri vyucbe mozno pouzit' rozlicné softvérové produkty,
ktoré umoznuji pochopit’ podstatu linedrneho programovania tak v jeho grafickej, ako aj
numerickej podstate. Na Fakulte hospodarskej informatiky Ekonomickej univerzity
Vv Bratislave sa vo vzdelavacom procese pouzivaju rdzne programové produkty, ako MS Excel,
POM-QM for Windows a Simplex V4, ktoré st v prispevku popisané a prezentované su ich
vyhody a nevyhody.
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Abstract

Linear programming is focused on modeling and optimization of any manufacturing process or
system that can be described by linear functions and linear equations or inequalities. Linear
programming models and methods are among the most commonly used quantitative tools to
support the decision-making process. It aims to find the extreme of linear objective function
within the feasible region defined by constraints, the system of linear inequalities, respectively
equalities. Linear programming models and methods belong to fundamental topics in
guantitative methods field of education at economic and technical universities in the world.
Various software products can be used in the classroom to understand the nature of linear
programming and in its graphical and numerical fundamentals. At the Faculty of Economic
Informatics of the University of Economics in Bratislava, various software products such as
MS Excel, POM-QM for Windows, and Simplex V4 are used in the educational process and
are described in this paper with their advantages and disadvantages.
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1 Uvod

Ekonomické operacie a procesy mozno transformovat’ na ekonomicko-matematické
modely, ktoré¢ st zalozené na vysokej abstrakcii a predstavuji zjednoduSeny opis realneho
systému, ktory je zalozeny na najpodstatnejSich prvkoch systému a vizbach medzi nimi.
Ekonomicko-matematické modely st vel'mi réznorodé, ale vo vSeobecnosti medzi najviac
pouzivané patria modely a metédy matematického programovania. Teodria matematického
programovania bola pritom vypracovana na rieSenie optimalizacnych uloh efektivneho
vyuzivania ohrani¢enych disponibilnych zdrojov, ktoré sa vyuzivaju na dosiahnutie uré¢enych
cielov.

Modely a metody matematického programovania patria medzi najcastejSie pouzivané a
najvykonnejSie nastroje opera¢ného vyskumu, mozu byt aplikované na Siroku skalu ré6znych
rozhodovacich problémov. Modely matematického programovania umoziiuji pomerne
jednoducho transformovat’ realne ekonomické procesy do matematickych modelov v tvare
funkecii, nerovnic, resp. rovnic. Pouzivaji sa predovsetkym v suvislosti s rieSenim efektivneho
vyuZzivania ohranic¢enych disponibilnych zdrojov (surovin, materidlu, ¢asového fondu strojov a
zariadeni, ploch, po¢tu pracovnikov, investi¢nych a financnych prostriedkov a podobne), ktoré
su potrebné na dosiahnutie stanovenych ciel'ov (maximalizacia zisku, minimaliz4cia nédkladov,
minimalizacia ¢asu a podobne). Ide o relativne presné kvantitativne hodnotenie vyberu urcitého
rieSenia z vel'kého mnoZstva moznych rieSeni, ktoré je z h'adiska matematicky formulované¢ho
ciel’a najlepsie.

2 Ulohy linearneho programovania

Kazda tloha matematického programovania je konstruovana s cielom zobrazit’ taku
ekonomicku realitu, pre ktori je charakteristické hl'adanie najlepSiecho rieSenia pri
ohranicujucich predpokladoch. Model matematického programovania zobrazuje nejaku
ekonomicku situaciu, v ktorom sa hladd najlepSie (optimalne) rieSenie (prostrednictvom
ucelovej funkcie) pri urcitych ohranicujucich predpokladoch (ohranicujuce podmienky ulohy).
V pripade, ak st vSetky vzt'ahy v modeli matematického programovania linearne, ide 0 model
linearneho programovania.

Model linedrneho programovania mozZno zapisat’ vo vSeobecnom tvare:

extremalizovat’ (maximalizovat’, resp. minimalizovat’)

f(x)=>cx (1)
j-1
<
> ax;{=rh, i=1,2,..m (2)
i1 S
X >0, j=1,2,..n 3

]

kde

¢j — koeficienty ugelovej funkcie (UF), j =1, 2,..n,

ajj — technologické koeficienty ststavy ohraniceni, i =1, 2,..m, j =1, 2,...n,
bi — koeficienty pravej strany (PS), 1=1, 2,..m,

Xj — rozhodovacie premenné, j = 1, 2,...n.
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Rozhodovacie premenné X;j (j = 1, 2,...n) su nezname, ktorych hl'adané hodnoty vyjadruja
ciel’ rozhodovacieho procesu, teda také hodnoty, ktoré predstavuji tzv. optimalne riesenie.
Koeficienty ucelovej funkcie ¢j (j =1, 2,...n) vyjadruji urcité ,,ocenenie” rozhodovacich
premennych (zvyCajne finanéné, ¢asové, vzdialenostné a podobne). Koeficienty pravej strany
bi (i = 1, 2,..m) vyjadruju obmedzenia, ktorymi si determinované obmedzené zdroje
(surovinové, ¢asové, financné a d’alsie kapacity). Technologické koeficienty sustavy ohrani¢eni
aij (i=1,2,.m, j =1, 2,...n) opisuju ,,spotrebu* obmedzenych disponibilnych zdrojov a st
charakteristické ,,normami* spotreby.

Pri rieeni zodpovedajucich uloh linedrneho programovania (ULP) sa hl'ada taky vektor
rozhodovacich premennych X' = (X1, X2, ...Xn), pre ktory je hodnota UF (1) maximalna (alebo
minimalna) pri splneni predpokladov (2) a (3).

Najéastejsie pouzivané zakladné pojmy pre riesenie ULP (Brezina, Pekar, 2018):

e Pripustnym riesenim ulohy (1) az (3) sa nazyva taky vektor X=(X1,X2,...Xn), ktory

vyhovuje ohranicujucim podmienkam (2) a (3).

e MnozZinou pripustnych rieSeni ulohy (1) az (3) sa nazyva mnoZina,
®:{Xe R"|AX{<,=,>} b,sz}, kde R" je n-rozmerny euklidovsky priestor, A je

matica technologickych koeficientov sustavy ohraniceni, b je vektor koeficientov pravej
strany, X je vektor rozhodovacich premennych a 0 je nulovy vektor.
e Za predpokladu, ze hodnost’ matice technologickych koeficientov A je m, rieSenie

X =(%,%,,...X, ) nazyvame bdzickym riesenim, ak vyhovuje nerovniciam (2) upravenym

n
na tvar Zaijx | = b, b>0, i=12,..m aobsahuje maximalne m nenulovych zloziek,
=1

ktorych prislichajica matica Struktarnych koeficientov mé hodnost’ m.

o Bazickym pripustnym riesenim ulohy (1) az (3) sa nazyva také bazické rieSenie, ktoré patri
do mnoZiny O .

* Optimalnym rieSenim ulohy (1) az (3) je také pripustné rieSenie, pre ktoré nadobida
ucelova funkcia svoj extrém (ak je UF maximaliza¢na, tak svoje maximum, ak je UF
minimalizaéna, tak svoje minimum). To znamena, Ze vektor X € ® je optimalnym

rieSenim maximaliza¢nej ulohy vtedy, ked’ plati: f (X*) > f(x),x€®.

Metddy, ktoré boli vypracované v ramci tedrie linedrneho programovania na rieSenie
nasledne definovanych tloh linedrneho programovania, si pomerne jednoduché vo svojej
matematickej Struktire a zarovenl pouZiteI'né na rieSenie velkého poctu réznych tloh. Vo
vieobecnosti najpouzivanej$ou metddou riesenia ULP je simplexovd metoda so svojimi
modifikaciami, ale na inom principe st zaloZené¢ metddy vnatorného bodu (napr. elipsoidna
metoda, Karmarkarova metdda vychadzajuca z elipsoidnej metddy, sférické metddy ...).

Casova zlozitost simplexovej metédy je polynomialna, priGom existuje mnoho
numerickych experimentov poukazujicich na skutoénost, 7e¢ na rieenie ULP s m
ohranicujicimi podmienkami sta¢i m iteracii simplexovej metddy. Svojou podstatou je pritom
simplexovd metdda l'ahko pochopitel'na a tak patri medzi zakladné metody pouZzivané na
riesenie ULP. Elipsoidna metoda je zalozena na tom, Ze postupne iteruje k rieSeniu tak, Ze

1

objem elipsoidu sa v kazdej iterdcii zmensuje o faktor e2+D, takze vypodtova zloZitost je
O(n?), ale v praxi sa tento druh nepouziva ¢asto, pretoze je pomaly. Karmarkarov algoritmus
ma polynomidlnu zlozitost’, ale je na rozdiel od elipsoidnej metddy rychly a je rychlejsi ako
simplexova metoda pri ULP s vel’kym mnoZstvom vstupnych udajov.
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3 Geometrické rieSenie ulohy linearneho programovania

Grafickd vizualizacia rieSenia akejkol'vek ulohy predstavuje efektivny néstroj na
pochopenie a prezentaciu vizieb medzi jednotlivymi veli¢inami. Aj grafické rieSenie ULP
potvrdzuje pri vyucbe linedrneho programovania skutoc¢nost, ze jeden obrazok zvycajne
vyjadruje viac ako desiatky slov. Geometrické (grafické) rieenie ULP ma len ilustraény
charakter, zvy&ajne sa graficky riesi ULP s dvoma premennymi, ktord mozno jednoducho
zobrazit' v dvojrozmernom priestore (graficky mozno riesit’ aj tlohu s tromi premennymi v
trojrozmernom priestore, ale pretoze realne ULP obsahuji zvycajne desiatky az stovky
premennych, geometrické riesenie ULP je len nazorné).

Oblast, ktora vyhovuje vSetkym nerovniciam (StruktGrnym ohranieniam (2)
a podmienkam nezépornosti (3)), predstavuje mnozinu pripustnych rieSeni tlohy ®. Tato
mnozina vzniké ako prienik vSetkych ohrani¢eni a predstavuje konvexnu polyedralnu mnozinu,
ktora vznikd ako prienik konecného poctu polpriestorov, definovanych jednotlivymi
nerovnicami. Prieniky hrani¢nych priamok pritom reprezentujii mnozinu bazickych rieSeni.

Pocet bodov tvoriacich mnoZinu pripustnych rieSeni ® je nekonecny. Pretoze cielom
rieSenia ULP je najst’ jej extrém, treba najst’ taky bod mnoziny pripustnych rieseni ®, v ktorom
idelova funkcia nadobuda extrémnu hodnotu. Je pritom zrejmé, uéelova funkcia ULP (1)
nadobuda svoju extrémnu hodnotu, ak existuje, v niektorom krajnom bode konvexnej
polyedralnej mnoziny, na ktorej je definovana. Vo vSeobecnosti vSak pri pouziti grafickej
metody rieSenia nemusime skiimat’ hodnoty UF vo vietkych krajnych bodoch, ale pre najdenie
optimalneho rieSenia ulohy treba geometricky interpretovat ucelova funkciu, ktord je
reprezentovana uroviiovou priamkou UF, ktora na baze jej gradientu predstavuje smer jej
najrychlejSieho nérastu.

Geometrické riesenie ULP poskytuje nielen nazornu predstavu o podstate rieseného
optimalizacného problému, ale umoziuje aj jednoduchsie pochopenie zékladnej myslienky, na
ktorej spoéiva riesenie ULP pomocou simplexovej metddy, ktora je zalozena na preskimani
krajnych bodov konvexného polyédru, ktory reprezentuje sustava ohrani¢ujiicich podmienok
(nerovnic).

4 RieSenie ilohy linearneho programovania simplexovou metédou

Simplexova metoda (simplexovy algoritmus) je vSeobecna metdoda na hladanie
optimalneho riesenia ULP, pri¢om neskima vsetky pripustné, ale len bazické pripustné
rieSenia. Ako uZ bolo uvedené, ak ma ULP optimalne rieSenie, tak sa toto optimalne rieSenie
nachadza v jednom z krajnych bodov konvexnej polyedralnej mnoZiny, na ktorej je definovana.
Tato skuto¢nost’ redukuje problém jeho ndjdenia na kone¢ny vypocet, pretoze krajnych bodov
je konetné mnozstvo. Simplexova metdda je dalej zaloZend na skutocnosti, Ze pokial
nenadobuda ucelovd funkcia v krajnom bode extrémnu hodnota, tak existuje taka hrana
pripustného konvexného polyédra, ktord obsahuje tento bod, po ktorej smerom od dané¢ho
krajného bodu hodnota tcelovej funkcie rastie, resp. klesa (podl'a typu extremalizacie). Prave
na tychto principoch je zalozeny postup simplexovej metody, ktory spociva v prechode cez
hrany do krajnych bodov so stale vic¢Sou , resp. mensou hodnotou ucelovej funkcie.

Simplexova metoda predstavuje iterany postup, ktory po urcitom konecnom pocte
iteracii umoziiuje uréit’ optimélne riesenie ULP alebo poskytuje informaciu o tom, Ze optimalne
rieSenie neexistuje. Simplexova metdoda je zalozena na troch zakladnych pojmoch: na
pripustnosti, bazickosti a optimalnosti. V kazdej iteracii mozno ziskat' pripustné bazické
rieSenie (ak pripustné bazické rieSenie neexistuje, procedura konci), ktoré sa testuje, ¢i je
optimalne. Ak je rieSenie optimalne, vypocet konci, ak nie je, algoritmus pristapi ku skimaniu
d’alSieho pripustného bazického rieSenia. Prostrednictvom simplexovej metddy mozno skiimat’
postupne len tie pripustné bazické rieSenia (pripustnému bazickému rieSeniu vo veobecnosti
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zodpoveda sustava m linearne nezavislych vektorov), ktoré nie s horSie ako predchadzajuce,
a po konecnom pocte krokov ur€it’ bud’ optimalne rieSenie, alebo zistit’, Ze optimalne rieSenie
neexistuje. Na testovanie optimalnosti sa vyuziva kritérium optimalnosti (preskimanie tzv.
c¢istych efektov ucelovej funkcie).

V literatire sa zvyCajne uvadzaji dva zakladné algoritmy simplexovej
metoddy — primarny (priamy) algoritmus a dudlny algoritmus —spolu s niekolkymi
modifikdciami ako primarno-dudlny algoritmus, primarny revidovany algoritmus, a d’alSie
(Nelder a Mead, 1965, Routh a kol., 1977, Betteridge a kol., 1985 ...).

Aplikacia primarneho simplexového algoritmu spociva v troch krokoch (zakladna
schéma simplexovej metddy):

1. preverovanie (testovanie) optimdalnosti na zéaklade kritéria optimdlnosti (Overovanie
zlepsenia hodnoty UF), ak je vypoé&itané rieSenie optimalne, nemozno uz dosiahnut’ lepiu
hodnotu UF, vypodet sa kon¢i, ak vypoéitané riesenie nie je optimalne, vypodet pokracuje;

2. urCenie vstupujucej premennej, ktora prinesie svojim zaradenim do bazy rieSenia najvacsi
jednotkovy prirastok hodnoty UF, teda do bazy sa zaradi vektor zodpovedajlici premennej
s najvaésim jednotkovym prirastkom UF;

3. urCenie vystupujucej premennej, teda disponibilného zdroja (vektora zodpovedajuceho
prislusnej premennej), ktory determinuje realizaciu modelovaného procesu, teda vyradenie
z bazy vektora bazickej premennej, ktorej ohranicené mnozstvo disponibilnych zdrojov a
normy ich spotreby determinuju pouzitel'nost’ tychto zdrojov.

Primarny algoritmus simplexovej metody

Pre testovanie optimalnosti rieSenia sa pouziva kritérium optimdlnosti Cj— zj (resp. zj— Cj
alebo zj, j =1, 2,...n), ktoré predstavuje hodnoty potencialneho prirastku UF (tzv. redukované
ocenenia). Tento prirastok mozno dosiahnut’ z jednej jednotky prislusnej nebazickej premenne;j
po vstupe jej zodpovedajiiceho vektora do bazy. Aby néjdené rieSenie bolo optimalne, musia
byt’ pri maximaliza¢nej lohe vsetky prvky riadku nekladné, to znamena

c,—z,=¢;—Cy -B™-A;<0 j=1,2.n (4)
kde
cs —jednotkové ceny zodpovedajice cenovym koeficientom prislusnych bazickych
premennych,

B! — inverzna matica bazy,
A\ — j-ty stipcovy vektor matice §truktiirnych koeficientov A.
Analogicky v minimaliza¢nych tlohach je vypocitané rieSenie optimalne prave vtedy,
ked’ plati ¢j—zj > 0.
Pre d’alsi vypocet treba urcit’:
1. vstupujucu premennu,
2. vystupujicu premennu.
Vstupujucu premennu Xk mozno urcit pomocou vztahu

c,—z,=¢;—Cy -B™-A;<0 j=1,2.n (5)

a vystupujucu premennu Xr pomocou vzt'ahu

(%
X, =min{—|x, >0 (6)
' i

kde
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Xg — st modifikované hodnoty bazickych premennych,
X;— modifikované koeficienty zodpovedajuce rozkladu veduceho stipca podl'a bazy,
X, — veduci prvok.
Prvok leZiaci na prieseniku veduceho stipca s veducim riadkom je vediici prvok. Vypodet

zmien, ktoré vznikaju pri hl'adani nového rieSenia, sa uskutociiuje pomocou elementarne;j
zmeny bazy pre vSetky hodnoty i =1, 2,..maj =1, 2, ...n na zaklade

o, i=r ()

!

kde r je index veduceho riadka a k je index vedtceho stipca, X; je nova hodnota prislusného

koeficientu rozkladu zodpovedajuceho stipcového vektora Aj podl'a bazy.
Modifikacia pre pripad ULP s minimaliza¢nou UF spociva v tom, ze rieSenie bude
optimalne vtedy, ked pre vSetky j=1,2,..n bude c;-z;>0, pricom vyber vstupujicej

premennej (kritérium pre vystupujucu premenntl sa nezmeni) sa vykona na zdklade vzt'ahu

ck—zk:mjln{cj—zj‘cj—zj<O}. (8)

Pri rieSeni uloh linearneho programovania sa cCasto vyskytuju rieSenia s uréitymi
Specifikami, alternativne rieSenie, uloha s neohranicenou mnozinou pripustnych rieseni, uloha
s prazdnou mnozinou pripustnych rieseni, uloha s degenerovanym riesenim. Tieto osobitosti sa
tiez daji dobre interpretovat’ pomocou grafického rieSenia ULP.

3) Softvérové riesenie uloh lineirneho programovania

Redlne rieSenia tloh linearneho programovania su vo v§eobecnosti ¢asovo naro¢né. Preto
boli vyvinuté programy schopné extremalizovat' linearne obmedzenia dané linedrnymi
rovnicami a nerovnostami tak, aby bolo mozné ziskat’ optimalnu hodnotu ucelovej funkcie. Pre
rieSenie praktickych Uloh boli vyvinuté profesiondlne softvérové produkty ako si GAMS,
LINDO, LINGO, Python, Gurobi, atd., avSak problematika vyucby je praktickejSie
vysvetlitelnd na nastrojoch, pri ktorych st Studenti schopni analyzovat' jednotlivé kroky
rieSenia, ako aj ich graficka interpretaciu. Softvér pri vyucbe matematického programovania
vyuzivaji aj svetovi autori (Anderson, Sweeney, Williams, Camm and Cochran, 2018,
Stevenson and Sum, 2014, Taha, 2011 a d’alsi).

Podla windowsreport.com/linear-programming-software patria pre windows medzi
najlepsie softvéry:

e Gurobi (https://www.gurobi.com/)

CPLEX (https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio)

XPRESS (https://www.fico.com/en/products/optimization)

Lingo (https://www.lindo.com/index.php/products/lingo-and-optimization-modeling)
GAMS (General Algebraic Modeling System) (https://www.gams.com/)

Visual Math (http://www.visualmath.com/) a d’alsie.

Ale v praxi, aj na akademickej pode sa pouziva mnoho d’alSich softvérov a softvérovych
jazykov na riesenie ULP (napr. MATLAB, jazyk R, Python a pod.). Dalej uvedieme spdsob
rieSenia ulohy linearneho programovania v najdostupnejSom softvérovom produkte MS Excel,
vyucbovom programovom baliku POM-QM for Windows a novovyvinutom nastroji na vyucbu
linedrneho programovania Simplex V4, pricom uvedené produkty st vyuzivané pri vyucbe na
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univerzitach pri tvodnych kurzoch zameranych na matematické programovanie (ako priklad
vytvorenia vlastného softvéru na Slovensku mozno uviest, ze na UPJS v Kogiciach bol za
ucelom rieSenia tloh linearnej optimalizacie vyvinuty program CASSIM (Computer ASsisted
Simplex Method), na SPU v Nitre softvér GeoGebra, ktory je vhodny na vizualizaciu
aplikovanych problémov).

5.1 RieSenie uloh linearneho programovania v MS Excel

Pri vyucbe linedrneho programovania mozno vyuzit' vS§eobecne dostupny programovy
produkt MS Excel a to aplikaciou optimalizaéného doplnku Riesitel. VSeobecne mozno
v programe MS Excel pomocou optimaliza¢ného doplnku Riesitel riesit’ ulohy matematického
programovania a teda aj ulohy linearneho programovania. Na nasledujucej tlohe linearneho
programovania bude prezentovany spdsob jej rieSenia v uvedenom programe.

Predpokladajme tulohu linedrneho programovania (z dovodu nasledujucej grafickej
interpretacie vypoétu predpokladame ULP s dvomi rozhodovacimi premennymi):

f (x)=70x, +80x, — max
11x, +8x, >1000
5x, +10x, <900
13x, +9x, <1400
4x, +6x, > 450
X, X, =0

©)

Na riesenie optimaliza¢nej tillohy (9) v tabul'kovom procesore treba pripravit’ vstupné data
v tvare zapisu ULP (1) az (3). Ich usporiadanie moze byt v podstate l'ubovolné, musia viak
byt dodrzané urcité pravidla, ktoré vyzaduje optimalizaény doplnok (Riesitel). Na obr. 2 je
prezentovana moznost’ rozloZenia vstupnych dat pre priklad (9) v tabul'ke MS Excel. Na obr. 1
je uvedené zadanie a optimalne rieSenie prikladu (9) po spusteni optimaliza¢ného doplnku.

Obr. 1: Optimalne riesenie ulohy (9) v MS Exceli

A B C D
1 70 80 9282,353
2 11 8 1205,882 1000
3 5 10 900 900
4 13 9 1400 1400
5 4 6 609,4118 450
6 | 69,41176 55,29412
-

Zdroj: Vlastné spracovanie

V zadanej tlohe linearneho programovania su definované dve rozhodovacie premenné.
Pre tieto premenné je rezervovany blok A6:B6. Kazdej rozhodovacej premennej je priradena
pociato¢ni hodnota 0. Na obr. 2 st prezentované vzorce pre vypocet hodndt jednotlivych
buniek.
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Obr. 2: Zapis podmienok ulohy (9) v MS Exceli

A B C D
170 80 =SUMPRODUCT(A1:B1;5A56:5BS6)
2 |11 8 =SUMPRODUCT(A2:B2;5A%6:5BS6) 1000
3|5 10 =SUMPRODUCT(A3:B3;5A%6:5BS6) 900
4 |13 9 =SUMPRODUCT(A4:B4;5A56:5BS6) 1400
5 4 6 =SUMPRODUCT(A5:B5;5A56:5BS6) 450
6 69,4117 55,29411

Zdroj: Vlastné spracovanie

Zapis jednotlivych obmedzujiacich podmienok vyzaduje, aby boli vyjadrené ako funkcia
l'avej strany podmienky porovnana s koeficientmi pravej strany. V programe MS Excel je na
vypocet skalarneho sucinu k dispozicii funkcia, ktorda sa da v tejto suvislosti vyuzit.
V slovenskej verzii MS Excel ide o funkciu SUMPRODUCT(a; b), kde a a b st bloky
obsahujtce vektory (prip. matice), pre ktoré sa ma vypocitat’ skaldrny sucin. V nasledujlcej
tabulke 1 (zodpoveda obr. 2) st uvedené obmedzujice podmienky podla zadania a prislusny
vzorec ich vypoctu pre l'avu stranu rovnice.

Tab. 1: Zapis obmedzujucich podmienok a vzorce pre vypocet lavej strany rovnice

Obmedzujuca podmienka Bunka | Vzorec

11x1+ 8x2 C2 =SUMPRODUCT(A2:B2; $A$6: $B$6)
S5x1+ 10x2 C3 =SUMPRODUCT(A3:B3; $A$6: $B$6)
13x1 + 9% C4 =SUMPRODUCT (A4:B4; $A3$6: $B$6)
4x1+ bx2 C5 =SUMPRODUCT(A5:B5; $A$6: $B$6)

Zdroj: Vlastné spracovanie

Poslednym krokom pri priprave vstupnych udajov je definicia pozicie optimaliza¢ného
kritéria (0celovej funkcie). Toto kritérium musi byt’ zapisané v tvare vzorca a umiestnené do
niektorej bunky. V naSom priklade je to bunka C2 (Obr. 2), v ktorej sa optimaliza¢né kritérium
vyjadri ako skalarny stc¢in vektora ofakavaného zisku za 1 kus (blok Al:B1) s vektorom
rozhodovacich premennych (blok A6:B6).

Po ukonceni pripravy vstupnych tidajov mdze byt aktivovany vlastny optimalizacny
doplnok — Riesitel’. Po jeho spusteni (Udaje — Riesitel’) je pouzivatel'ovi poniiknuté dialogové
okno ,, Parametre doplnku Riesitel’ uréené na zadavanie parametrov rieSenej ulohy.

Po definovani vSetkych potrebnych udajov v dialégovom okne ,,Parametre doplnku
Riesitel* mozno spustit’ spracovanie pomocou tlacidla ,,Riesit*. V zavislosti od rozsahu
rieSenej ulohy vlastny vypocet mozZe trvat’ rozne dlho podla toho, ¢i st do Glohy zahrnuté
podmienky celoCiselnosti, a samozrejme, takisto v zavislosti od vykonnosti pocitaca
pouzivaného pri spracovani.

Po skonceni vypoctu sa zobrazi dialogové okno, v ktorom je uvedend informécia, ¢i bolo
alebo nebolo najdené riesenie spinajuce vietky ohrani¢ujiice podmienky (optimélne riesenie).

Nevyhodou uvedeného rieSenia prostrednictvom programu MS Excel je, Ze nemozno
sledovat’ jednotlivé kroky programu a nie je k dispozicii ani grafické riesenie tilohy. Vyhodou
je, ze je to bezne dostupny program, ktorého profesiondlna verzia umoznuje riesit’ aj pomerne
rozsiahle ULP s dostatoéne Sirokou ponukou vystupov (analyza citlivosti, redukované
ocenenia, dualne ceny ...).

5.2 RieSenie uloh linearneho programovania v POM-QM for Windows

Zaujimavym a pomerne dobrym nastrojom vhodnym pre vyucbu riesenia ULP je aj volne
dostupny produkt POM-QM for Windows (znamy tiez ako POM pre Windows alebo QM pre
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Windows). POM-QM for Windows je uzivatel'sky privetivy softvérovy balik ur¢eny na rieSenie
uloh z oblasti riadenia vyroby, riadenia operacii, kvantitativnych metoéd, operacného vyskumu
a z oblasti management science. POM-QM for Windows bol navrhnuty tak, aby pomohol
Studentom lepsie porozumiet’ uvedenym oblastiam operacného vyskumu. Softvér mozno pouzit’
bud’ priamo na rieSenie uloh, alebo na kontrolu odpovedi, ktoré¢ boli rieSené ru¢ne. POM-QM
for Windows obsahuje pomerne vel’ké mnozstvo modulov zodpovedajucich jednotlivym
oblastiam opera¢ného vyskumu, ako napriklad modul pre teoriu hier, lincarne programovanie,
cielové programovanie, celoCiselné a zmieSané programovanie, zdsoby, obsluhu, vypocet
rozvrhu pre job shop, sietova analyzu, Markovove ret'azce, riadenie projektov, atd’.

Moznosti riesenia ULP v POM-QM for Windows budu taktieZ prezentované na priklade
(9). Zadanie tlohy v softvéri je vel'mi jednoduché, intuitivne a je zobrazené na Obr. 3. Vyhodou
POM-QM for Windows je skuto¢nost’, e okrem iného poskytuje grafické riesenie ULP, ako aj
moznost” sledovat’ jednotlivé iteraéné kroky simplexovej metddy (Obr. 4), analyzu citlivosti,
konstrukciu aj rieSenie dualnej ulohy a taktiez upozorni na alternativne rieSenie (Obr. 5).
Podstatnou nevyhodou vsak je, Ze poskytuje vysledky v tvare desatinnych cisel a tiez, ze
numerické rieSenie nie je v niektorych Specialnych pripadoch korektné. Pri grafickom rieSeni
(Obr. 6) neposkytuje moznost’ jednoducho vysvetlit' zakladné pojmy linearneho programovania
ako su bazické rieSenie, pripustné bazické rieSenie a podobne.

Obr. 3: Zadanie ulohy (9) v POM-QM for Windows

Objective

(® Maximize

) Minimize
(untitled)

X1 X2 RHS Equation form

Maximize 70 80 Max 70X1 + 80X2
Constraint 1 ik 8| == 1000 T1X1 + 8X2 ==1000
Constraint 2 5 10 |== 900 DX1+ 10X2 ==900
Constraint 3 13 9|«= 1400 13X1 + 9X2 <= 1400
Constraint 4 4 6 [== 45[1 4X1 + 6X2 == 450

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Obr. 4: Iteracné kroky simplexovej metody v POM-QM for Windows

(untiled) Solution

g Basic ) 70 80 0 0 0 0 0 0
Variables Quantity X1 x2 artfcl 1 surplus 1 slack 2 slack 3 artfcl 4 surplus 4
1 artfcl 4 | 863636 0 3.0009| -0.3636 0.3636 0 0 1 -1
Zj| B6.3636 0 -3.09 2.36 -.36 0 0 1 1
Cj-Zj 3.0909| -1.3636 0.3636

iteration 3 __________

0 ¥1| 70.5882 1 0| 01765 -0.1765 0 0 -0.2353| 0.2353
0 slack 2 | 267.64... 0 0| 02041 -0.2941 1 0 -20588| 20588
0 slack 3 | 230.88... 0 0| -1.2353 1.2353 0 1| 01471 -0.1471
0 %2 | 27.0412 0 1| -0.1176| 0.1176 0 0 03235 -0.3235
Zj 0 0 0 2 0 0 0 2 0

cj-z 0 0 1.0 0 0 1.0

Phase 2 __________

70 X1| 705882 1 0 0.1765| -0.1765 0 0 -0.2353 0.2353
0 slack 2 | 267.64.. 0 0 0.2041 | -0.2941 1 0 -2.0588 2.0588
0 slack 3 | 230.88.. 0 0| -1.2353 1.2353 0 1 01471 | -0.1471
80 X2 | 279412 0 1 -0.1176 01176 0 0 0.3235| -0.3235
| T176.. 70 80 2.94 -2.94 0 0 9.4 9.1

Cj-Zj -2.9412 29412 0 0, 94118 9.4118

teration 5 __________

70 X 40.0 1 0 0.1429| 01429 | -0.1143 0 0 0
0 surplus 4 130.0 0 0 0.1429| -0.1429 0.4857 0 -1 1
0 slack 3 250.0 0 0] 12143 1.2143 0.0714 1 0 0
80 x2 70.0 0 1] -0.0714 0.0714 0.1571 0 0 0
Z 8400 70 80 4.29 -4.29 4.97 0 0 0

Cj-Zj -4.2857 42857 | -4.5714 0 0 0

iteration 6 __________

70 X1| 694118 1 0 0 0| -0.1058 01176 0 0
0 surplus 4 | 159.41__. 0 0 0 0 0.4941 01176 -1 1
0 surplus 1| 205.88... 0 0 -1 1 0.0588 0.8235 0 0
80 X2 | 552941 0 1 0 0 0.1529| -0.0588 0 0
= Zj| 9282 . 70 80 0 0 4.82 3.93 0 0
| Cj-Zj 0 0 0 0| 48235, -3.5204 0 0
. ’ .
Zdroj: Vlastné spracovanie
. . v . , H
Obr 5: Riesenie ulohy (9) v POM-QM for Windows
Obective Note
® Maxinize Mutiple optimal sol tions st
QO Miimize
e o [=][= o =S
(untitled) Solution (untitied) Solution
o o e
Maximize 70 80 lloblem X1 X2
Comstrairiil i 8 = 000 o Constraint 1 11 8 == 1000
Constraint 2 5 10 <= 900 4.82 Constraint 2 5 10 P 900
Constraint 3 13 9 <= 1400 353 Constraint 3 13 9 P 1400
Constraint 4 4 6 »= 450 0 =T i) 4 6 - 450
Solution 69.41 5529 9282 35
Dual Problem
= . = Lol x Constr.. | Constr...| Consfr..| Constr._.
lantitied) Solution Minimize 1000|900 1400 450
Value ReducedC..| Original Val Lower Bound Upper Bound X1 1 5 13 4 = 70
X1 69.41 0 70 40 115,56 X2 8 10 9 6 = 80
x2 5529 0 80 48.46 140
Dual Value | Slack/Surplus | Original Val Lower Bound Upper Bound
Constraint 1 0 20588 1000 -Infinity 1205.88
Constraint 2 482 0 900 577.38 1555.56
Constraint 3 353 0 1400 1150 2340 V— E=S[E=nr=]
Constraint 4 0 159.41 450 -Infinity 609.41 (untitled) Solution
Variable Status Value
Basic 6941
X2 Basic 5529
surplus 1 Basic 205.88
slack 2 NONBasic 0
slack 3 NONBasic 0
surplus 4 Basic 159.41
Optimal Value (7) 9282 35

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Obr. 6: Grafické riesenie ulohy (9) v POM-QM for Windows

Objective Note

® Maximize Muttple optimal solutions exist

—
Defaut Fore Color | Defaut Back Color Constraint Display

O Max 70X1+80%2

O 11X1+8x2>=1000

O 5x1+10%2¢=300

O 13X1s3x2<=1400
nstrair O 4X146X25=450

(unutea)

X1 X2 z

LR 70.0.. | 8400
__|705.. 279|717
694 552|928 _
103... |595.. |772..

Isoprofit]

091 1125 T80
x1 0783

Zdroj: Vlastné spracovanie

5.3 RieSenie tloh linearneho programovania v Simplex V4

Pre potreby vyucovacieho procesu v oblasti linedrneho programovania bol v ramci
projektu ID: 21830031, ,,SimplexV4 common free Tool development and Day“ vyvinuty
program Simplex V4, ktory je zamerany na prezentaciu zakladnych operacii elementarnej
zmeny bazy v zlomkovom tvare. Tento program tiez umoziuje sledovat’ grafické riesenie ULP
a predovsetkym interpretovat’ zakladné pojmy linearneho programovania, ako st bazické
rieSenie, bazické pripustné rieSenie, vyber veduceho prvku.

Zapis vstupnych udajov je opdt’ vel'mi intuitivny a umoziuje zapis vSetkych druhov
moznych ohrani€eni. Kritérium optimalnosti je v Simplex V4 v riadku —z v dolnej ¢asti tabul’ky
(Obr. 7).

Po realizacii elementdrnej zmeny bazy mozno vzdy ziskat’ nové rieSenie tak v tabul’kovej,
ako aj v grafickej podobe apo prislusnom pocte krokov dospiet k optimalnemu rieSeniu
(Obr. 8).
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Obr. 7: Vstupné udaje a graficka interpretdcia vychodiskového riesenia v Simplex V4
Simplex V4 - Linear Programming Assistant o » &

e I - T T-T- = EEE - visegrad Fund

B Lock Graph (x1, x2) Simplex Table - 301718 Linear u
-0 + < L1 = Q 1 x2 b e

u1 11 8 1000 >= v
u2 5 10 900 <= v
u3 13 9 1400 = v
ud 4 6 450 >= v

XT . [E)’O] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 - 100 W , - . )

U’ = [1000,900,1400]

Z=0

Zdroj: Vlastné spracovanie

Obr. 8: Optimalne riesenie a jeho graficka interpretacia v Simplex V4
Simplex V4 - Linear Programming Assistant o o=

5 ﬁ,d E n = m * Visegrad Fund

n (B Lock Graph (x1, x2) Simplex Table - 301718 Linear
\E:
mES s e S 7. u3 u2 b <>=
100
e x1 217 -9/85 1180/17 >= v
\Q
= ud 2117 -42/85 2710117 <= v
- 40
ut 1417 117 -3500/17 <= v
=20
> x2 17 13/85 940/17 >= v
TS0 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 - 100 1"0\1\90\
X' = [1180/17,940/17] z -60/17 8217 -157800/17

UT = [-3500/17,0,0]
Z = 9282.35294117647
Zdroj: Vlastné spracovanie

Uvedeny program Simplex V4 umoziuje interpretovat’ popisany postup grafického
rieSenia ULP tak, ako bol opisany v ¢asti 2 prispevku — Geometrické riesenie ulohy linearneho
programovania. Oblast’, ktora vyhovuje vSetkym nerovniciam (Struktirnym ohrani¢eniam (2) a
podmienkam nezapornosti (3)), predstavuje mnozinu pripustnych rieSeni ulohy ® a na obrazku
predstavuje prienik vsetkych Siestich polrovin (4 Struktirne ohraniCenia, 2 podmienky
nezapornosti). Tato mnozina vznika ako prienik kone¢ného poctu polpriestorov (v uvedenom
priklade Siestich) definovanych jednotlivymi nerovnicami. Prieniky hrani¢nych priamok pritom
reprezentuji mnozinu bazickych rieSeni.

Pocet bodov tvoriacich tito mnozinu pripustnych rieSeni ® je nekonecny, ale pretoze
cielom rie§enia ULP je najst’ jej extrém, treba najst taky bod mnoziny pripustnych rieseni ©, v
ktorom uéelova funkcia nadobuda extrémnu hodnotu. Uéelova funkcia ULP (1) nadobuda svoju
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extrémnu hodnotu v niektorom krajnom bode konvexnej polyedralnej mnoziny, na ktorej je
definovana a pre jeho najdenie treba geometricky interpretovat’ Gcelovl funkciu, ktora je
reprezentovana troviiovou priamkou UF, ktora na baze jej gradientu predstavuje smer jej
najrychlejSieho narastu. Na Obr. 6 a Obr. 7 je reprezentovana ¢ervenou priamkou.

Program Simplex V4 ako nastroj na podporu vypoctov realizovanych Studentami
vyzaduje od $tudentov na baze vzt'ahu (5) uréit’ veduci stipec (vstupujiicu premennii) a na baze
vztahu (6) vedtci riadok (vystupujicu premennu) apo ich vybere realizovat elementarnu
zmenu bazy na zaklade vztahu (7).

6 Zaver

Prispevok vznikol ako vysledok spoluprace krajin V4 v ramci projektu ID: 21830031,
»SimplexV4 common free Tool development and Day* ako programovy produkt uréeny na
vyucbu najrozsirenejsej discipliny operaéného vyskumu, vyucbu linearneho programovania.
Vyucba linearneho programovania je v sucasnosti zalozend na pochopeni zakladnej metody
rieSenia uloh linedrneho programovania, na aplikacii simplexovej metody. Klasicky vypocet
pomocou simplexovej metédy je pomerne €asovo naroény a vyzaduje niektoré zakladné
matematické vedomosti.

V prispevku st prezentované 3 softvérové produkty, ktoré sa v sucasnoti pouzivau pri
vyucbe linearneho programovania na Ekonomickej univerzite v Bratislave. Samozrejme, ide o
prezentaciu softvéru na vyucbu, na rieSenie vyskumnych uloh je pouzivany profesionalny
softvér, predovsetkym GAMS, MATLAB atd’. Vyhody jednotlivych prezentovanych softvérov
mozno analyzovat na zdklade ciel'ov sledovanych pri vyucbe.

Pri pouziti doplnku Riesitel’ pod MS Excelom je hlavnou vyhodou jeho dostupnost’, ale
nie je vhodny ako pedagogickd pomdcka pri vysvetlovani podstaty simplexovej metddy. Preto
treba pri vysvetlovani postupu vypoctu pomocou simplexovej metddy vysvetlit’ jednotlivé
kroky rieSenia osobitne. V ramci tohto doplnku MS Excelu tiez nie je dostupna zodpovedajuca
graficka interpretacia.

Programovy balik POM-QM for Windows na druhe;j strane zobrazuje cely postup riesenia,
spolu s grafickou interpretaciou, ¢o je vyhodou pri kontrole postupu rieSenia Studentmi. Jeho
nevyhdou je vypocet s desatinnymi ¢islami, ¢o zniZuje jeho numerickt presnost’, problémy pri
interpretacii niektorych $pecialnych pripadov riesenia ULP (predovietkym alternativnost’ a
degenerovanost’ rieSenia) a takisto neoposkytuje moznost’ jednoducho vysvetlit' zékladné
pojmy linearneho programovania ako su bazické rieSenie, pripustné bazické rieSenie a podobne.

Ako posledny bol charakterizovany vysledok spoluprace univerzit v ramci V4, softvér
Simplex V4. Tento softvér bol vytvoreny ako doplnok k existujucim softvérom s cielom
grafickej aj numerickej interpretacie jednotlivych krokov riesenia ULP pomocou simplexovej
metddy. UmozZiuje samostatnu pracu Studentov so znalostami postupu rieSenia bez zloZitych
numerickych vypoctov. Ako prednost’ tohto softvéru sa nam javia jeho vysledky v zZlomkovom
tvare bez zaokrihl'ovania, ¢o zodpoveda vypoctom na baze elemntarnej zmeny bazy. Vyhodou
je aj moznost’ grafického zobrazenia jednotlivych rieseni, co umoziiuje jednoduché pochopenie
zakladnych pojmov linearneho programovania ako st bazické rieSenie, pripustné bazické
rieSenie a elementarna zmena bazy. Zatial' je jeho hlavnou nevyhodou, Ze automaticky
neobsahuje moznost’ zobrazenia celého postupu rieSenia, teda automaticky vyber vstupujicej a
vystupujucej premennej a naslednti elementarnu zmenu bazy.

Vyber kazdého vyucbového softvéru treba realizovat' na zdklade cielov vyucby.
K uspesnému pochopeniu podstaty metdd rieSenia uloh linearneho programovania, grafickej
metddy a simplexovej metody, sa javi ako vel'mi vhodny softvérovy nastroj Simplex V4, ktory
nuti Studentov implementovat’ teoretické vedomosti ziskané v priebehu vyucby k dosiahnutiu
optimalneho rieSenia Glohy linearneho programovania.
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Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy Visegrad fund ID: 21830031,
""SimplexVV4 Common Free Tool Development and Day"'.
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