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Abstrakt

Nakolko sa za poslednych niekolko rokov priemema dizka Zivota predizila, da sa
predpokladat’, ze v tomto trende bude pokracovat aj nad’alej. LCudia zija dlhsie a ,,kvalitnejsie*,
ale ich kvalitu Zivota (bez ohl'adu na vek ¢i pohlavie) Coraz CastejSie ohrozuju rdzne tzv.
civilizacné choroby. Tieto ochorenia sa vel'mi rozsirili a stavaji sa globalnym problémom pre
celé obyvatel'stvo. Preto sa v prispevku venujeme tvodom charakteristike kritickych ochorent,
d’alej tvorbe vSeobecného viacstavového modelu a jeho konstrukeii aplikdciou stochastickych
metod v Stvorstavovom modeli v konkrétnom produkte zdravotného poistenia s pripoistenim
pre kritické ochorenia. Prispevok opisuje tiez, akym spdsobom je mozné modelovat’ priebeh
vzniku kritického ochorenia vyuZzijic 4-stavovy, nehomogénny, casovo spojity model
s Markovovou vlastnostou.

Krucové slova
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Abstract

As life expectancy has increased over the last few years, it can be assumed that this trend will
continue. People live longer and "better", but their quality of life (regardless of age or gender)
is increasingly threatened by various so-called civilization diseases. These diseases have
become very widespread and are becoming a global problem for the entire population.
Therefore, in this article we focus on the characteristics of critical illness, the creation of a
general multistate model and its construction by applying stochastic methods in a four-state
model in a specific health insurance product with additional insurance for critical illness. The
paper also describes how it is possible to model the course of critical illness

using a 4-state inhomogeneous and time-continuous model with Markov property.
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health insurance, differential equations, stochastic models, models with Markov property,
critical illness
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1 Uved

Jednou z nevyhnutnych podmienok pre dlhy zivot a zaradenie ¢loveka do spolocnosti je
zdravie. So zdravotnou starostlivost'ou sa stretavame uz pri narodeni diet'at’a a sprevadza nas
d’alej celym Zivotom. Za poslednych niekol’ko rokov sa priemerna dizka Zivota prediZila, a preto
sa d& predpokladat’, Ze v nastipenom trende bude aj nad’alej pokraCovat. Zaroven mdzeme
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konstatovat, ze l'udia ziju dlhSie a kvalitnejSie. AvSak bez ohl'adu na vek ¢i pohlavie, kvalitu
zivota l'udi Coraz CastejSie ohrozuju rozne tzv. civilizaéné choroby. Tieto ochorenia sa vel'mi
roz$irili a stdvaju sa globalnym problémom pre celé¢ obyvatel'stvo. Medzi najCastejSie
vyskytujice sa ochorenia patria obezita, vysoky krvny tlak, cukrovka, srdcovy infarkt
a v neposlednom rade rakovina.*

V tejto suvislosti povazujeme za takmer nevyhnutné a zdraviu prospe$né pripomenut’, Ze
jednym z najdoélezitejSich faktorov, ktoré sa v znac¢nej miere podiel'ajii na tvorbe nejedného
z uvadzanych ochoreni, su stravovaciec navyky obyvatel'stva, ato nielen z hladiska
neprimeraného mnozstva prijatych potravin, ale aj z hl'adiska ich kvality.®

V prispevku sa budeme zaoberat’ aplikaciou stochastickych metéd vo viacstavovych
modeloch na vytvaranie produktov zivotného poistenia. Budeme sa venovat najma
Stvorstavovym modelom pre kritické ochorenia, metdédam vypoctov netto poistného a ukazeme,
akym spdsobom je mozné modelovat’ priebeh vzniku kritického ochorenia vyuzijuc 4-stavovy
nehomogénny a ¢asovo spojity model s Markovovou vlastnost'ou.

2 Charakteristika kritickych ochoreni

Kriticka choroba predstavuje riziko, ktoré sa v dnesnej hektickej dobe zvysuje, a s tym
suvisi rozsirovanie civilizatnych ochoreni. Nasledky ochoreni narusuju existujuci zivotny Styl
a finanénu situaciu. Poistoviia v pripade platného poistenia s pripoistenim kritickych chorob®
vyplati poistencovi dohodnut poistnti sumu po lekarskom diagnostikovani jednej z kritickych
chordb. Poistnym plnenim je zvycajne jednorazova davka, niektoré poistné zmluvy poskytuja
viacndsobnu vyplatu. Novodoby poistny produkt mdze zavisiet’ aj od Stadia choroby.

Kriticka choroba je presne Specifikovana v poistnych podmienkach poistnej zmluvy.
Kritické choroby, ktoré zahfiia kazdé poistenie kritickych chorob, su: infarkt myokardu,
mozgova prihoda, rakovina (rozne typy), zlyhanie obli¢iek a iné. (Skrovankova, 2013)

Poistovne dnes poistujii vel'ké mnozstvo kritickych ochoreni, ale len 5 z nich tvori
znacné percento vSetkych hlasenych pripadov.

Poistenie kritickych ochoreni poistovne pontkaju v dvoch formach:

1. Poistenie kritickych chordb je sucastou zivotného poistenia na akceleracnej baze.
Zrychlené vyplatenia poistnej sumy predstavuje poistné plnenie vyplatené na zaklade
diagnostikovania zavaznej choroby. ZniZuje poistnil sumu zivotného poistenia. Krytie
kritickych chordb je vo vyske k percentdm z poistnej sumy Zivotného poistenia. MdZze to
byt aj plné akceleracia, teda poistna suma je vyplatena cela a zanika zakladné Zivotné
poistenie.

2. Ako samostatné poistné plnenie, ktoré neovplyviiuje poistni sumu zakladného poistenia.
Mobze byt vo forme pripoistenia alebo ako samostatné poistenie bez dodatocného
zakladného poistenia. (Skrovankova - Simonka, 2016)

S kritickymi chorobami sa spéja nielen zdravotné, ale aj nemocenské poistenie. Aj Stat
pokryva a poskytuje zdravotnu starostlivost’ spojent s tymito chorobami. Zakonné nemocenské
poistenie je na Slovensku upravené zakonom €. 461/2003 Z. z. o socidlnom poisteni. Zdravotné
poistenie je upravené zakonom ¢. 580/2004 Z. z. o zdravotnom poisteni. Rozdiel medzi
zivotnym a zdravotnym poistenim je stanoveny spdsobom poistného plnenia. V Zivotnom
poisteni je poistné plnenie vyplatené, okrem iné¢ho, v pripade smrti poisteného. Nemocenskeé
poistenie definuje vyplatu davok v pripade straty alebo znizenia prijmu zo zarobkovej ¢innosti

Podla:www.fmed.uniba.sk/fileadmin/user_upload/admin/Veda-vyskum/zdravotna_starostlivost

Tejto problematike sa bliz§ie venovat’ v tomto prispevku nebudeme, st jej venované domace i medzinarodné
Stadie, ako napr. (Kadekova, Z. a kol., 2018; Nagyova a kol., 2011, 2017).

Medzinarodné nazvy: Dread Disease Insurance, Critical Illness Insurance, Terminal Illness Insurance a iné.
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ana zabezpedenie prijmu v dosledku docasnej pracovnej neschopnosti. (Skrovankova -
Skrovankova, 2011)

V pripade diagnostikovania jednej z kritickych chordb je osoba zvycajne dlhodobo
praceneschopna. Zdravotné poistenie je definované ako pravo na zdravotnt starostlivost’. ’

V pripade zivotného poistenia sa jedna o presne stanovenu udalost’ t. j. smrt’, alebo ako
zmieSané poistenie pre pripad smrti alebo dozitia sa ur¢it¢ho obdobia. Nemocenské poistenie
pontka davku v pripade zmeny zdravotného stavu, ktory mé vel’ké mnozstvo moznosti. Stav
musi byt’ natol'’ko vazny, aby vyzadoval navstevu lekara a pracovnu neschopnost’. Nemocenské
davky st vyplacané do vyzdravenia (najviac vSak 52 tyzdnov) alebo kym nenastane smrt’.
Poistenie kritickych ochoreni by sa dalo povazovat za kombinéciu tychto poisteni nakol’ko
poistnad suma je vyplatena pri diagnostikovani choroby, ale zvy€ajne je ponukané ako sucast’
pripoistenia k Zivotnému poisteniu. Zaroven je poistenec praceneschopny a pobera nemocenské
davky zo strany $tatu. 8

3 VSeobecny viacstavovy model

Budeme vychadzat' z predpokladu uzavretej skupiny poistencov bez moznosti d’al§icho
vstupu 0s6b do systému. Predpokladdme tiez, Ze existuje konecnd mnozina stavov o pocte n.
Oznaéme S (X) nahodnu premennu, ktorej hodnoty vyjadruju, v akom stave sa nachadza osoba

Vo veku X, pri¢om X je spojity ¢as z intervalu (O, oo) . Pravdepodobnost’, ze poistend osoba vo

veku x+t sanachadza v stave j za predpokladu, Ze vo veku X sa nachadzala v stave i, ozna¢ime
podl'a zauzivanej aktuarskej symboliky (Skrovankova, 2013):

P} =P[S(x+t)=j[s(x)=i]si, je{L.2,...n} L

Stochasticky proces, na ktorého opis sme pouzili vysSie uvedené podmienené
pravdepodobnosti, je ¢asovo nehomogénny, pretoze zavisi od spojitého ¢asu t aj od premennej
X, ktora reprezentuje vek poistenej osoby. Ak budeme predpokladat, ze pravdepodobnosti
prechodu pixj nezavisia od minulého priebehu, teda nie st podmienené skuto¢nost'ou pred
¢asom t, potom ma tento proces Markovovu vlastnost’. V pripade, Ze vek X je diskrétna veli¢ina,
hovorime o Markovovom ret’azci (Potocky, 2012).

Dalej zavedieme pojem absorpény stav. Stav r je absorpény, ak pre pravdepodobnost

prechodu plati ,p =0 pre Vj = r. Inymi slovami, ak sa osoba vo veku x nachidza v stave r,

je nemozné, aby sa v ¢ase X+t nachadzala v ktoromkol'vek inom stave. Znamena to, Ze z tohto
stavu nie je mozné vystapit. Vstup do absorpcného stavu predstavuje pre poistenca zanik
poistnej zmluvy alebo vznik poistnej udalosti. (Potocky, 2012).

Pre absorp¢ny stav plati:

itp;"=tp;r=1 pre VX t>0 (2)
j=1

Teda pravdepodobnost’ toho, Ze osoba vo veku X+t sa bude nachadzat’ v absorpcnom stave T,
ak sa vo veku x nachadzala v tom istom absorpénom stave I, sa rovna istej udalosti. Je potrebné

rozliSovat medzi pravdepodobnostami tpixi a ,p.. Obe vsirSfom vyzname predstavuju
pravdepodobnost’, Ze sa poisteny bude nachadzat’ v dvoch ¢asovych okamihoch v tom istom

" Podla: www.socpoist.sk
8 Podla: www.socpoist.sk
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stave. Medzi nimi je vSak podstatny rozdiel, ktory spociva v skuto€nosti, ¢i je mozné, aby
poisteny medzi tymito dvomi obdobiami opustil stav i.

Pre x>0,t>0,i e {1, 2,... n} sa definuju takto
Pl =P[S(x+t)=i[s(x)=i] 3)
P} =P[S(x+k)=i,vke(0,t)[S(x)=i] 4)

Veli¢ina , pixi predstavuje pravdepodobnost’, Ze sa poisteny vo veku X+t nachadza v stave i,
ak sa vo veku x nachadzal tieZ v stave i, pricom medzi vekmi X a X+t mohlo nastat’ 'ubovol'né
mnozstvo prechodov do inych stavov. VeliCina tpg nepredpokladd v ¢asovom intervale
(x, x+t) opustenie stavu i, ide o pravdepodobnost zotrvania vstave i. Ak budeme
predpokladat’, ze pravdepodobnost’ viacnasobnych prechodov v kratkom Casovom intervale
(x+t,x+t+h) je velkosti o(h), potom modzeme pravdepodobnost pixi nahradit’

pravdepodobnostou pg, pretoze v tomto kratkom &asovom intervale dizky h je ich rozdiel
radu 0 (Skrovankova, 2013) .

h pi(i+t=h pit + O(h) (5)

Podstatnou poziadavkou pre tvorbu viacstavového modelu je znalost intenzit prechodov
zo stavu i do stavu j - £, , o definujeme nasledovne:

N ij
ul = lim 2Bes (6)

h—0* h

Vv stlade s uz vytvorenymi aktuarskymi modelmi pre toto poistenie (tito definiciu mozno n4jst’
napr. v Sekerova - Bilikové, 2005 alebo Skrovankova, 2013).

Na zéklade intenzit prechodov mdZeme matematicky opisat’ viacstavovy model pomocou
sustavy tzv. Kolmogorovovych diferencidlnych rovnic. Uvazovany predpoklad, podla ktorého
jedna z premennych modelu vek X je pevny a druha premenna ¢as t je premenlivy, spolu
s poziadavkou na Markovovu vlastnost, ndm dovoluje modelovat Kolmogorovove
diferencialne rovnice ako normaélne a nie parcialne (Skrovankova, 2013).

Predpokladajme, ze vo veku X sa poistenec nachadza v stave i achceme vyjadrit
pravdepodobnost, Ze sa vo veku X+t+h bude nachadzat vstave |j, pricom

i,jel,1efl,2,..n}. Tato pravdepodobnost podla zauzivanej konvencie oznaéme ., p..

Veky x a x+t su pevné Casové veli¢iny a h predstavuje vel'mi kratke ¢asové obdobie. Ked'ze
h je velmi malé, nebudeme uvazovat viacnasobné prechody pocas tohto obdobia. Vo
vSeobecnosti sa poistenec v ¢ase X+t modze nachadzat’ v l'ubovolnom stave z mnoziny I, kym
sa finalne dostane zo stavu i do stavu j. Tato skutoc¢nost’ ilustrujeme na obr. 1.
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Obr. 1: Prechod zo stavu i do stavu j medzi vekmi x a x+t+h
X x+t x+t+h

/ 1

==

Zdroj: Vlastné spracovanie.

Potom pravdepodobnost’ ., pixj vyjadrime ako:

n
i _ ik ki
t+h Mx ™ tpx'hpxﬁ ' (7)
k=1
¢o mozno prepisat’ nasledovne:
n
ij_ ik Kj ij i
teh Px = ZI Py h Pyt TPy n P (8)
K=Lk#j

Kedze pravdepodobnosti |, p)lit predstavujt prechody za vel'mi kratke ¢asové obdobie h

(okamzité prechody), vyjadrime ich pomocou intenzit prechodov, ktoré na zaklade definicie
pre pravdepodobnosti prechodu pre malé h maju tvar:

h p)lg—t = h'ﬂ:{rt +0" (h)v 9)

pricom O”(h) je tzv. funkcia raddu 0, teda funkcia, ktord sa blizi k nule rychlejSie ako jej
argument. Predstavuje pravdepodobnost’ dvoch alebo viacerych prechodov medzi stavmi i a j
v ¢asovom intervale (x+t,x+t+h). Jej limitné vyjadrenie budeme povazovat za
zanedbateI'né, ked’Ze plati:

im 2 o, (10)

h—0" h

Vyjadrime teraz pravdepodobnost, Zze osoba vo veku Xx+t+h bola vstave j, za
predpokladu, Ze vo veku x+t bola v stave j, teda pravdepodobnost’ | Py, . Na zaklade vety

0 uplnej pravdepodobnosti Z h pxjit =1, mézeme napisat’:
s=1
h p>!1+t =1- Zh p)!it ' (11)

s=1,5#j

Potom uplatnenim vztahu (9) dostavame:
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h x+t_1 h z (/uxﬂ OJS(h)] (12)

s=1,5#j h

Dalej pouzitim vzt'ahov (12) a (9), moézeme vzt'ah (8) prepisat’ do tvaru:

t+h ;J =h- Z p ( t{rt + Ok:,](h)j"'t Lj'|:1_h ’ i (/Jgit + Oj;(h)]i|- (13)

k=1,k=]j s=1,5#]

Ekvivalentnymi upravami vyssie uvedeného vzt'ahu dostaneme:

i i o _ js n . K
t+h p>|:] tpx - :(J Z (ﬂ;it +O h(h)]_'_ z tp:(k.( tLt+O h(h)] (14)

s=1,5#] k=1,k= j

Limitovanim oboch stran rovnice pre h — 0" dostdvame Kolmogorov systém diferencialnych
rovnic pre pravdepodobnost’ prechodu zo stavu i do stavu j, pre
i, jefl, 2,...n}, podla (Lamos — Potocky, 1998):

d
dtt pLJ - tp:<J z:uxﬂ z lux+t (15)

s=1,5#] k=1,k=#j

Tento systém je rieSitelny po doplneni zaciatoénych podmienok, teda hodndt
pravdepodobnostnych funkcii pre t =0 a dosadeni funkcii intenzit prechodov. Pre pociatocné
podmienky plati: ,p; =1 pre i =j, a nulova hodnota pre i # j .

Exaktné matematické vyjadrenie intenzit prechodov je v praxi komplikované. Ich
definicia podl'a vztahu (6) si vyZaduje znalost’ pravdepodobnosti prechodov, na ktorych
vypocet by bolo nutné zhromazdit’ informécie o pocte prechodov v jednotlivych ¢asovych
okamihoch pre rdzny vek. Poistovne teda zvyknu po zavedeni urcitych predpokladov pracovat
S odhadom tychto veli¢in, pricom potrebuju sledovat’ ¢as medzi sebou nasledujicimi prechodmi
a podty jednotlivych prechodov. °

4 KonStrukcia modelu pre poistenie kritickych chorob

Budeme sa venovat’ poisteniu kritickych choréb pomocou viacstavového modelu, ktorého
zaklad je rozpracovany a uvedeny v Skrovankova — Skrovankova, 2010.

Nech x je vek poistenej 0soby v defi uzavretia poistnej zmluvy a nech S(x + t) je ndhodny
stav, v ktorom sa osoba nachadza vo veku X+t . Dalej nech st pripustné 4 realizacie ndhodnej
premennej S(x +t) tvoriace mnozinu stavov {1, 2,3, 4} , pricom jednotlivé stavy znamenaju:

1 — zdravy,

2 — chory (trpiaci jednou zo zoznamu poistenych kritickych ochoreni),

3 — smrt’ spdsobena zdvaznym ochorenim,

4 — smrt’ z inych pricin.

Predpokladame, ze S(x)=1, teda poistena osoba v Case podpisu zmluvy je zdrava.
Obrazok 2 znazornuje jednotlivé stavy a mozné prechody medzi nimi.

9 Podla: http://instruction2.bus.wisc.edu/pluginfile.php/88/mod_resource/content/5/Multi
Decrements07ct2012/1_examples.html
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Obr. 2: 4-stavovy model poistenia kritickych choréb.

Zdroj: Vlastné spracovanie.
Nech nahodny proces {S(X+t),t >0} je nehomogénny ¢asovo spojity nahodny proces
yp

s Markovovou vlastnostou. Potom pravdepodobnosti prechodu zo stavu ido stavu j,
i, je{L 2,3, 4} maju tvar:

P} =P[S(x+t)= s (x)=i] (16)
a pre pravdepodobnost’ zotrvania v Stave pg ,kde i e {l, 2} plati:

tp)ij=P[S(X+U)=i,uE(O,t)‘S(X):i] (17)

Podla (Skrovankova, 2013) vyjadrime diferencidlne rovnice a prisluiné intenzity
prechodu zo stavu i do stavu j, kde i, j €{1,2,3,4}:

! = lim ‘tﬂ (18)
P [ vl ] 1)
G - @)
CPe [ ] (21)
SB[t i 22
S R T ) @3)
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d tp>1<4 11 14 12 24

T = P M TR M (24)
d 24
Tpx = tpfz ',Ufft (25)
d 23
Tpx = tpx22 'ﬂfft (26)

Ked’ze z uvedené¢ho modelu vyplyva, Ze vystup zo stavu (1) zdravy je definitivny, teda
nemoze nastat’ situdcia, ze sa osoba, ktora vystapila zo stavu (1) zdravy, do tohto stavu znovu
vrati a rovnako ireverzibilny je aj vystup zo stavu (2) chory. Potom platia nasledujuce rovnosti:

11 .11 22 22
tpx _tpx atpx _tpx :
Riesenia diferencialnych rovnic pre tieto pravdepodobnosti su:

t
_J-(/lg-s +:uiis )dS
0

—e 27)

t
_J.(ﬂfis +:uffs )dS

Py =e’ . (28)

5 Zaver

Ciel'om prispevku bolo okrem struc¢nej charakteristiky zakladnych znakov produktu
poistenia kritickych chorob modelovat’ priebeh kritického ochorenia pomocou Stvorstavového
nehomogénneho Casovo spojitétho modelu s Markovovou vlastnostou. Pravdepodobnostny
ramec bol zaloZzeny na konStrukcii a rieSeni diferencidlnych rovnic, ktoré uvadzame
v prispevku. Uvedené diferencialne rovnice predstavuji matematicky aparat pouziteIny na
vypocet pravdepodobnosti prechodov medzi jednotlivymi stavmi nasho 4-stavového modelu.
MozZeme ich postupne riesit’ bud’ vSeobecne, ak mame zaciatocné podmienky, alebo hl'adame
numerické rieSenie v pripade znamych intenzit prechodu. Potom by sme tieto udaje mohli
vyuzit' napriklad pri vypocte vySky netto poistného. Na ziklade existencie incidencii pre
vekové skupiny, by bolo mozné stanovit’ odhady intenzit prechodu zo stavu aktivny do stavu
chory na zaklade Gpravy metodologie navrhnutej v Baione — Levantesi, 2014, kde boli intenzity
prechodu odhadnuté na baze prevalenénych mier, ale tento pristup je skor nametom pre
pokracovanie vo vyskume.

Uvedeny Stvorstavovy model by sa dal vyuzit pre odvratitelné umrtia pre ochorenia
Covid-19 a SARS-CoV-2 zistenim, aké percento pacientov je mozné udrzat’ v stave ,,zdravy™
pri spravnom financovani zdravotného systému a dostatku zdravotnickych pomocok
a personalu. V modeli by sa skimali jednotlivé prechody medzi stavmi pre osoby vo veku 10
az 80 rokov. Tymto by model ponukal konkrétne vyhodnotenie situdcie na Slovensku
s prihliadnutim na pripadné splnenie alebo nesplnenie noriem proti rozsSirovaniu ndkazy.
Mnozstvo nejednozna¢nych a nepresnych udajov o Covid-19 vsak takyto vyskum zatial’ robi
irelevantnym.

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej ulohy VEGA ¢.1/0160/20
»Stanovenie kapitalovej poziadavky na krytie vybranych Kkatastrofickych rizik
V Zivotnom a neZivotnom poisteni*
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