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Stochastické programovanie a jeho vyuzitie v ekonomike

Stochastic Programming and Its Use in Economics
Richard Martinus!

Abstrakt

Tento ¢lanok sa zaobera problematikou stochastického programovania, ktoré je dolezitym
nastrojom pre rieSenie rozhodovacich problémov v prostrediach s neistotou a ndhodnost’ou. V
praci bude poskytnuty vSeobecny prehlad pravdepodobnostnych rozdeleni a metod
pouzivanych v stochastickom programovani, s dorazom na techniky ako L-Shaped a
Dekompozicia bazy. Konkrétne bude vysvetleny pristup Monte Carlo, ktory je Siroko
vyuzivany na simulaciu ndhodnych procesov a odhadovanie hodndt v stochastickych
problémoch. Tento pristup bude potom aplikovany na rieSenie prikladov, kde je demonstrovana
jeho efektivnost’ a flexibilita. Okrem toho budu v praci predstavené priklady rieSené aj inymi
metédami nez Monte Carlo, pricom je pouZzité normdlne pravdepodobnostné rozdelenie na
modelovanie neistoty a rizika v tychto prikladoch. Tento komplexny pohl'ad na problematiku
stochastického programovania méa za ciel poskytnat citatelovi ucelené porozumenie
roznorodych metdd a pristupov k rieSeniu stochastickych rozhodovacich problémov, pricom
hlavnym cielom prace je ukézka aplikdcii stochastického programovania v ekonomickych
prikladoch.

Krucové slova
Monte Carlo, Pravdepodobnost’, Python, Neistota

Abstract

This article deals with the issue of stochastic programming, which is an important tool for
solving decision problems in environments with uncertainty and randomness. The thesis will
provide a general overview of probabilistic distributions and methods used in stochastic
programming, with an emphasis on techniques such as L-Shaped and Base Decomposition.
Specifically, the Monte Carlo approach, which is widely used to simulate random processes
and estimate values in stochastic problems, will be explained. This approach will then be
applied to address examples where its effectiveness and flexibility are demonstrated. In
addition, examples solved by methods other than Monte Carlo will be presented in the work,
using the normal probabilistic distribution to model the uncertainty and risk in these examples.
This comprehensive view of the issue of stochastic programming aims to provide the reader
with a comprehensive understanding of common methods and approaches to solving stochastic
decision-making problems, while the main goal of the work is to demonstrate applications of
stochastic programming in economic examples.
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1 Uvod

Stochastické programovanie je pristup na modelovanie optimaliza¢nych problémov,
ktoré zahfnaji neistotu. Patria do skupiny matematického programovania a vieme pomocou
nich modelovat’ tlohy na rieSenie rozhodnuti, kde vyuzivame simulacie na ich dosiahnutie.
Tieto rozhodnutia sa zvicsa tykaja problémov redlneho sveta, kde sa nachddzaji parametre,
ktoré v momente rozhodnutia nie su zname v Case. Priklady vyuzitia v redlnom svete st
napriklad biologia, v ktorej je mozné vyuzit' stochastické programovanie na vytvorenie
modelov resp. simulécii, ktoré zahfiiaji ndhodnost’ premennych ako st genetické informacie
alebo evolucia spojend s dynamickost'ou populacie. V informac¢nych technologiach je mozné
vyuzit' stochastické programovanie v oblasti kryptografie, umelej inteligencie alebo v
strojovom uceni. Ak by sme sa zamerali na obor financii, tu je mozné nahodnost’ modelovat’
pri cenach aktiv alebo trokovych sadzbach. Simuldcia znamend napodobniovat fungovanie
realneho systému pomocou pocita¢ového modelu, pricom pod pojmom systém rozumieme
urcitu Cast’ realneho sveta, ktora skimame. Pri definovani problému rozoznavame dva rdzne
problémy (deterministicky a stochasticky), ktoré sa liSia v tom, ako sa spravaja a ako sa s nimi
pracuje. Aplikacie tychto problémov su spisané v diele Comparison of deterministic and
stochastic approaches to global optimization (Liberti & Kucherenko, 2005).

Deterministicky problém je taky, kde mézeme presne vypocitat’ budicu udalost’ bez
zapojenia ndhodnosti. Ak je nieCo deterministické, mame vSetky potrebné udaje na
predpovedanie (urcenie) vysledku s istotou. Deterministické modely maju rézne aplikacie vo
vedeckom vyskume a pri finanénych trhoch. Aplikacie z praxe st napriklad:

* Predpovedanie Zivotnosti budov a ich komponentov je zaloZzené na regresnej analyze,
ktora moze popisat’ vztah medzi degrada¢nymi faktormi a stavom fasady (Silva, Brito &
Gaspar 2016).

+ Stadie o vyvoji klimy spoéivaju vo vytvarani scenarov budiceho spolocenského
vyvoja, odhadovanie emisii sklenikovych plynov. Tieto hodnoty sa vkladaju do matematickych
klimatickych modelov, ktoré predpovedaju budice oteplovanie a Skody sposobené tymto
oteplovanim (Kung, Li & Lin, 2018).

Stochasticky problém je taky, kde mdézeme len odhadnut’ pravdepodobnost’ kazdého
vysledku a rozhodnut’ sa na zaklade tohto odhadu. Stochastické modely maji isti vrodenu
nahodnost’, kde rovnaka sada parametrov a pociato¢nych podmienok povedie k suboru roznych
vystupov. Zatial' ¢o sa deterministické modely €asto pouzivaji na predpovedanie buducich
investi¢nych vynosov, stochastické modely sa pouzivaju na rieSenie neistot vstupov. Priklady
by mohli byt’ nasledovné:

» Modelovanie pohybu molekuly plynu - smer a rychlost’ pohybu molekuly plynu su
ovplyvnené nahodnymi zrazkami s inymi molekulami (Rudyak & Lezhnev, 2020).

* Modelovanie vo financidch - predpovedanie finanénych trhov. Zname aplikécie st
simulaciou Monte Carlo, regresné modely a Markovove retazce (Brooks, 2002).

Pri tvorbe simulacnych modelov je Casto potrebné modelovat’ procesy ako nédhodné
premenné. Je to sposobené tym, Ze vo vécSine redlnych pripadov (Casové intervaly medzi
prichodmi dvoch zakaznikov alebo €as obsluhy zakaznikov) procesy nie s ¢asovo konStantné.
Modelovanie takejto udalosti je mozné prostrednictvom vhodne zvoleného diskrétneho, alebo
spojitého pravdepodobnostného rozdelenia. V modeloch obsluhy sa ¢as medzi prichodom
zakaznikov a Cas obsluhy mdze modelovat’ ako konStanta, alebo ako ndhodna premenna
pomocou pravdepodobnostného rozdelenia. Na modelovanie Casu dodania sa najCastejSie
pouziva gamma rozdelenie. V modeloch obnovy sa ako ndhodna premennd méze modelovat
Cas zlyhania a naj¢astejSie sa tu pouzivaju exponencialne, gamma alebo Weibullovo rozdelenie.
Ak st k dispozicii obmedzené informacie (Gdaje) o procese, tak sa viacSinou pouziva
rovnomerné rozdelenie, alebo trojuholnikové rozdelenie. Rovnomerné rozdelenie sa pouZziva,
ak vieme, Ze ndhodnd premennd sa nachadza v urcitom intervale, ale neméme ziadne d’alSie
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informacie. Trojuholnikové rozdelenie sa pouziva v pripade, ak pozname maximalnu,
minimalnu a najpravdepodobnejsiu hodnotu (Prékopa, 1995).

2 Modely a metédy rieSenia uiloh stochastického programovania

V tejto kapitole sa budeme zaoberat modelmi a metédami rieSenia stochastického
programovania. Zaciatok kapitoly bude sprevadzany v§eobecnym popisom modelu linedrneho
programovania, nasledovany ndhodnymi procesmi a odhadom ich parametrov a zakladné typy
spojitého rozlozenia pravdepodobnosti.

2.1 VSeobecny popis modelu linearneho programovania

Kazdy optimalizaény model je zlozeny z ucelovej funkcie a obmedzujicich podmienok,
ktoré spolu tvoria dve hlavné &asti. Ugelova funkcia popisuje ciel’ optimalizacie a obmedzujuce
podmienky, zodpovedaju za narocnejSie dosiahnutie danych cielov vdaka vytvaranym
obmedzeniam. MnozZina, ktora spiiia vietky podmienky sa nazyva mnozina pripustnych rie$eni
lohy (X?). Graficky sa d4 mnozina X znazomit’ ako n-dimenzionalna polyedrickd mnoZina,
v ktorej n je pocet premennych daného modelu. Pokial’ existuje mnozina pripustnych rieSent,
je nasledne vybrané rieSenie, ktoré najlepSie vyhovuje zadanej ucelovej funkcii. Toto rieSenie
je nazyvané optimalne rieSenie (x°P!). Optimalne rieSenie ulohy linedrneho programovania
(dalej LP) sa vzdy nachadza v jednom z vrcholov polyédru reprezentujiceho mnozinu X°.
Pokial’ sa jednd o ulohu linearneho programovania, potom st vSetky ¢asti modelu popisané
pomocou linedrnych rovnic a nerovnic. VSeobecny model LP je zachyteny zapisom (1), kde n
je pocet premennych, m pocet obmedzujucich podmienok, c je vektor koeficientov ucelove;j
funkcie rozmeru n x 1, A je matika technickych koeficientov rozmeru m x n, a vektor pravych
stran je oznaCovany ako b srozmermi m x 1. Plati, Zze c,b, A € R, kde R predstavuje realne
Cisla.

z(x) = ¢Tx - max (1)

za podmienok:
Ax < b
X €RY}

max(c x| Ax < b,x € R})

2.2 Nahodné procesy a odhad ich parametrov

Stanovenie alebo odhad rozdeleni pravdepodobnosti je zasadnym problémom, ktorému je
nutné pri stochastickom modelovani vzdy celit. Vzhl'adom k pritomnosti faktoru neistoty nie
je mozné stanovit’ hodnoty premennych deterministicky, ale je mozné tieto hodnoty aspon
odhadntt’ spolu s pravdepodobnostou, s ktorou nastanu.

Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veliiny je pravidlo, ktoré urcuje kazdej hodnote
tejto veliCiny, pripadne kazdému intervalu hodnot pravdepodobnost, s ktorou moze nastat’.
Jedna sa teda o zobrazenie f : R = < 0; 1 >. Toto zobrazenie sa nazyva funkcia hustoty ak sa
jedné o spojité ndhodné veliiny alebo pravdepodobnostné funkcie, ak sa jednd o diskrétne
nahodné veliiny. Primitivne funkcie k funkcii hustoty sa potom nazyva distribu¢na funkcie
rozdelenia nahodnej veli¢iny F (x) zobrazené v rovnici (2):

Fx) = [, f (O dt )
Hodnota distribu¢nej funkcie v bode x udéva pravdepodobnost’, s ktorou nahodna premenna
nenadobudne hodndt vysSich neZ prave x.
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2.3 Algoritmy pre optimalizaciu

Pre optimalizaciu dvoch alebo viacstupiiovych tloh existuji algoritmy ako je L-shaped
metoda, alebo metdoda dekompozicie bazy.

Metoda L-shaped je zalozena na principe rezania rozhodovacich stromov. Zacina sa
siborom ohranicujucich podmienok, ktoré obmedzuji mozné hodnoty rozhodovacich
premennych. Potom je vykonand optimalizacia pre prvy stupen rozhodovania, pricom sa
ignoruje stochasticka povaha problému (predpoklada sa, Zze neexistuju ziadne neistoty). Na
zéklade tohto vysledku sa generuje "suboptimalny" podproblém pre druhy stupenl. Podproblém
pre druhy stupen sa nazyva L-shaped podproblém a je to problém so zuzenym priestorom
moznych rieSeni. Jeho cielom je zlepsSit' povodné rieSenie ziskané pre prvy stupen tym, ze
zohl'adni stochasticku povahu. L-shaped podproblém sa riesi pomocou metddy rezania podla
rezov (cutting-plane method). Tato metdda postupne pridava podmienky, zname ako rezy, ktoré
odstrania neplatné Casti priestoru rieSeni. Tieto rezy sa odvodzuju zo stochastickych obmedzeni
modelu a aktualizuju sa postupne tak, aby sa ziskalo ¢o najlepSie rieSenie. Proces rezania a
aktualizacie rezov pokracuje, kym sa nedosiahne konvergencia a nie je mozné najst’ lepSie
rieSenie alebo dosiahnut’ pozadovanu presnost’. Celkovo povedané, metoda L-shaped umoziiuje
efektivne riesenie dvojstupniovych stochastickych modelov tym, Ze kombinuje optimalizaciu na
prvom stupni s postupnym zlepSovanim rieSenia pomocou rezy na druhom stupni, ¢im
zohl'adiiuje stochasticku povahu problému (Pereira et al., 2020).

Druhou moznou metédou je princip metddy dekompozicie bazy, ktory spociva v
rozlozeni povodného problému na mensie, menej zlozité podproblémy. Tieto podproblémy su
nasledne rieSené nezavisle a ich rieSenia su nasledne kombinované tak, aby poskytli rieSenie
povodného problému. Casta aplikicia v pripade, ked’ je mozné rozdelit model na dva alebo
viac podproblémov, pricom kazdy z nich sa zaobera jednym aspektom neistoty. Napriklad, v
dvojstupiiovych stochastickych modeloch by sa prvy stupeii mohol zaoberat’ rozhodnutiami
priamociaro, zatial’ ¢o druhy stupen by sa mohol zaoberat’ rozhodnutiami, ktoré st ovplyvnené
neistotou alebo stochastickymi faktormi. Kazdy z tychto podproblémov je potom rieSeny
samostatne. Po ziskani rieSeni pre jednotlivé podproblémy sa tiez €asto vykonava iterativna
aktualizacia, ktora sliizi na zlepSenie a konzistenciu rieSeni. Viac o tejto metdde je mozné sa
dozvediet’ v dielach Decomposition Methods for Machine Learning with Small, Incomplete or
Noisy Datasets (Caiafa et al., 2020) a Machine Learning-Based Epileptic Seizure Detection
Methods Using Wavelet and EMD-Based Decomposition Techniques: A Review (Thangarajoo
etal., 2021).

3 Modely a metédy rieSenia stochastického programovania

Stochastické programovanie je oblast matematickej optimalizacie, ktord vyuZziva znalosti
teorie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky pre zohl'adnenie faktoru neistoty, ktory je v
modely pritomny (Dupacova, 1986). Jedna sa o vedecky odbor, ktory sa zaobera nahodnymi
premennymi (Prékopa, 1995). Pokial’ by sme chceli formulovat’ v§eobecnu formulaciu modelu
stochastického programovania vyzerala by nasledovne:

f(x,¢) > min (3)

za podmienok:
gi(x,c)<0,i=1,..,n

kde x je rozhodovaci vektor (x € R™ ) a c je nahodny vektor z pravdepodobnostného
priestoru ( 2, By, P) aplati,Ze c € 2 < R™.
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Pokial’ je modelovanie obmedzené iba na linedrne modely, v tomto pripade modely
stochastického linearneho programovania (SLP), sa d4 vSeobecne zapisat’ nasledovne:

z=c'Tx > min (4)
za podmienok:
Ax< b

Apostrof nad maticami koeficientov, vektor pravych stran a vektor koeficientov ucelovej
funkcie symbolizuje, ze jeden alebo viac prvkov je zadany pomocou stochastickej nahodne;j
premenne;.

3.1 Klasifikacia modelov stochastického programovania

Pri stochastickom programovani Sa je mozné stretnut’ s viacerymi kritériami, podla
ktorych sa daju stochastické optimalizaéné modely klasifikovat. Vol'ba konkrétneho modelu a
postup jeho rieSenia zéalezi na ucelu a cieli modelovania a vSeobecne na charaktere
rozhodovacieho problému, ktory ma byt pomocou modelu rieseny (Prékopa, 1995).

Prvym hladiskom klasifikacie je cas, kedy je potrebné ucinit rozhodnutie. Prvou
moznostou je, Ze je mozné pockat’ na realizaciu ndhodného vektoru ¢ a az potom na zaklade
tejto informacie sa rozhodntit. Tento model sa nazyva wait-and-see. Takyto pripad obsahuje
nahodnu premennt a je obdobou deterministického rozhodovacieho problému (Prékopa, 1995).
Druh4 skupina tloh, v ktory sa musi vykonat’ rozhodnutie x pred tym, ako je zndma realizacia
nahodného vektoru ¢ sa nazyvaji here-and-now tulohy. V ekonomickej praxi su castejSie
a jedna sa o vypoctovo zlozitejSie problémy. Typickym prikladom z praxe je napr. problém
volby investicného portfolia kedy st zndme iba aktualne ndkupné alebo predajné ceny, ale tieto
ceny sa budu d’alej v budticnosti ndhodne vyvijat’ a menit’ a vynos zo zvoleného portfolia preto
nejde predom presne stanovit’. S tym, ¢i sa rozhodnutie realizuje pred alebo po pozorovani
nahodnej premennej stivisi d’alSie delenie modelu SLP na statické a dynamické modely.

Statické modely sa pouzivaju na predpovedanie statickych vysledkov v danom momente,
pricom sa najskor realizuje rozhodnutie a potom az nasleduje pozorovanie (here-and-now
ulohy). Statické modely su jednostupnové (single-stage) Pri statickych modeloch
rozpoznavame najznamejsiu simulaciu Monte Carlo, ktord predstavuje Statisticky experiment
umoznujuci rieSit  ulohy deterministického alebo stochastického charakteru. Na
experimentovanie je zostavena pravdepodobnostné uloha, ktorej vysledok rieSenia ma taktiez
pravdepodobnostny charakter, ¢ize ide o Statisticky odhad hodndt jednotlivych veli¢in.
Presnost’ rieSenia je zavisld na pocte opakovanych experimentov. Vyuzitie simulécie je mozné
pri hl'adani hodnoty Ludolfovho cisla . Na obrazku 1 si uved’'me priklad vypoctu Ludolfovho
¢isla. Majme dve nadoby kruhovej a Stvorcovej podstavy umiestnené vedl'a seba spolocnej
podlozke (podstave). Nech je polomer kruhu a strana Stvorca jeden meter. Pokial’ by sme
ndhodne pustali gul6cky zvrchu na podstavu, jednotlivé nddoby by sa pomaly plnili
gul’6ckami. Vysledok na vypocet Ludolfovho ¢isla spociva v podiele poctu gul'6¢ok v kruhu
S poctom gul'6¢ok v Stvorci.

. Potet gul'6tok v kruhu (5)
Pocet gul'dcok v stvorci

Cim vyssi podet iteracii (gul'6¢ok) tym je vys§ia presnost experimentu a nastava tu
konvergencia k hodnote z. Pokial’ by sme generovali 100 gul'6¢ok, kde 76 by sa nachadzalo
v kruhovej nadobe a 24 v §tvorcovej nadobe vysledok by bol 3.167 (5). Dalsie aplikacie
statickych modelov st napriklad pri softvérovom modelovani a dizajne, kde je modelovanie
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vyuzité na popis statickej Struktiry modelovaného systému alebo pri adaptivnom filtrovani
referen¢ného signalu.

Obr. 1: Vypocet Ludolfovho cisla
76

Zdroj: Vlastné spracovanie

Dynamické modely sa pouzivaji na modelovanie systémov vyvijajucich sa v ¢ase spojito,
pricom stavy systému sa menia v diskrétnych ¢asovych okamihoch a aspoi jedno pozorovanie
musi byt’ realizované pred vykonanim rozhodnutia (kombinacia wait-and-see tlohy s tlohou
here-and-now). V praxi sa simula¢né modelovanie uplatiiuje na analyzu a optimalizaciu,
napriklad vyrobnych procesov, organizaciu skladov, logistickych procesov, pldnovania vyroby,
finanéného planovania, riadenia vnttropodnikovej dopravy, riadenia a planovania projektov.
Simulécie teda pouZijeme ak skimame vztahy v rdmci komplexnych systémov. Pri skimani
informacénych, organizanych a environmentalnych zmien na vyvoj systému. Pri zlepSovani
chépania systému, nakol'’ko ziskané informacie nam zo simuldcie upresnia jeho spravanie.

Stochastické modely sa teda daju klasifikovat’ nasledovne:

Podrla poc¢tu rozhodnuti a moznosti svoje rozhodnutia neskor korigovat: jednostupnové
a viacstupnové. Podl'a poc¢tu ¢asovych obdobi, pre ktoré sa rozhodnutie prijima: single-period
a multi-period. Podl'a toho, ¢i sa pred rozhodovanim pozname realizaciu ndhodného vektoru:
here-and-now a wait-and-see. Podl’a linearity modelu: linearne (SLP) a nelinearne.

Podla typu nahodnej premennej: s diskrétnou nahodnou premennou a SO Spojitou
nahodnou premennou. Postup pri rieSeni 'ubovol'nej stochastickej optimalizac¢nej tlohy je
nasledovny (Prékopa 1995):

1.  Zostrojenie deterministického podkladového modelu. Ten sluzi na ujasnenie si Struktary

cielového modelu, pripadne pre ziskanie prvého odhadu optimalnej hodnoty tcelove;j

funkcie.

Vyber parametrov modelu, ktoré v modeli budu stochastické.

3. Stanovenie rozdelenia pravdepodobnosti jednotlivych stochastickych premennych. Bud’
je mozné vyuzit' niektoré z ,klasickych® rozdeleni, u ktorych je znama rovnica
distribu¢nej funkcie a funkcie hustoty a potom staci iba odhadnat’ parametre tychto
rozdeleni. Druhou moznostou je stanovit si vlastné empirické rozloZenie
pravdepodobnosti.

4.  Stanovenie d’alSich parametrov modelu.

N
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5. Prevod stochastického modelu na jeho deterministicky ekvivalent pomocou prislusnych
metdd a algoritmov.
6.  Optimalizacie deterministického modelu.

3.2  Vyuzitie nahodnej zlozky v stochastickych modeloch

Prvy pripad ako mdze ndhodna zlozka ovplyviiovat’ model je pri ovplyvneni koeficientov
ucelovej funkcie, pricom obmedzujuce podmienky su stanovené deterministicky. Typickym
prikladom takéhoto modelu je napr. uloha optimalizacie portfélia, kde st stochastické vynosy
Z jednotlivych aktiv a tiez riziko spojené s drzanim tychto vynosov. Ciel'om je maximalizovat
uzitok majitel'a portfolia, ktory rastie s celkovym vynosom z portfélia a ktory v pripade risk-
averse agenta klesa s rizikom portfolia vid’ Kall a Mayer (2011). Aby bolo mozné realizovat’
optimalizdciu, je nutné zaviest vhodné usporiadanie. Usporiadanie sa zavedie tym, Ze je
ucelova funkcia transformovana do deterministickej podoby. Birge a Louveaux (1997), Kall
a Mayer (2011) a Dupacova (1986) rozlisuju dve moznosti, ako ide zo stochastickej ucelovej
funkcie odstranit’ ndhodnu zlozku. Prvou moZznostou je previest’ ucelovi funkciu na jej strednu
(ocakéavanu) hodnotu podla tzv. E-kritéria. Nevyhodou je, Ze v tomto pripade je vyuzitd iba
mald Cast’ informacie o rozdeleni pravdepodobnosti ndhodnej premennej. Druhou moZznost'ou
je do deterministického prepisu zahrnat' tiez riziko, ako tomu je napr. u modelov vyberu
portfolia. Riziko je mozné modelovat’ r6znymi spdsobmi a pomocou rdéznych ukazovatel'ov,
vzdy sa ale da povedat’, ze pri odpore k riziku sa so zvySujicim sa ukazovatel'om klesa celkovy
uzitok.

Ak je pri transformacii stochastickej ucéelovej funkcie do deterministickej formy
zohl'adnena stredna hodnota aj riziko vo forme napr. rozptylu, jedna sa o mean-risk modely.

Vseobecny zapis pomocou uzitkovej ucelovej funkcie je nasledovny:

z(x) = E[f(x,c)] + Yk - max (6)

kde E[f(x,c)] je stredna hodnota pdvodnej funkcie, ¥ je koeficient vyjadrujuci postoj
k riziku (pre risk-averse agentov je hodnota ¥ zaporna, pre risk-lover agentov naopak kladna
a pre agentov s neutralnym vzt'ahom K riziku je =0 hodnota ucelovej funkcie je potom dana
iba strednou hodnotou) a k je miera rizika.

Pri modeloch so stochastickou premennou v podmienkach vlastného obmedzenia, mézu
byt nahodnou premennou nahradené koeficienty na lavych stranach podmienok alebo
konStanty na pravych stranach obmedzujucich podmienok, pripadne sa moézZe jednat
0 kombindciu tychto pripadov. Model SLP so stochastickou premennou v podmienke vlastného
obmedzenia ma nasledovny vSeobecny zépis:

z(x) = cTx > min (6)
za podmienok, zZe:

gi(x,c)<0,i=1.2,..,n,
kde g; je linearna funkcia agregujuca 'avou aj pravou stranou obmedzujicej podmienky
a je ovplyvnena ndhodnou zloZzkou c.
3.3 Viacstupiiové stochastické modely

Hlavna myslienka viacstupiiovych stochastickych modelov bola predstavena pri
klasifikacii modelov stochastického programovania.
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Dvojstupniové stochastické programovanie sa vyznacuje rozhodnutiami, ktoré st robené
Vv dvoch fazach. Prva faza predstavuje rozhodnutia, ktoré sa musia urobit’ predtym, ako sa stane
nejaka nahodnd udalost’ (napriklad predaj tovaru pred tym, ako sa dozvieme o dopyte). Druha
faza predstavuje rozhodnutia, ktoré sa robia po tom, ako sa tdto ndhodnad udalost’ stane
(napriklad nakup dodato¢ného tovaru, ked’ je dopyt vyssi ako ocakavany). Prikladom moze byt
farmarov problém, kde farmar musi rozhodnut’, kol’ko z kazdej plodiny vypestuje (prvy stupei),
apotom kolko zkazdej plodiny preda alebo kupi (druhy stupenl). VSeobecny zapis
dvojstupiiovej tlohy je nasledovny:

z=cTx+E(min {Ty|Ax+ A’y < b}) >min,x € X (7)

kde x € R™ je rozhodovaci vektor prvého stupna tlohy (here-and-now uloha) a y € R™ je
rozhodovaci vektor druhého stupiia, v ktorom je realizacia ndhodného vektoru znama. cTa A je
vektor koeficientov ucelovej funkcie, resp. matice 'avych stran obmedzeni pre prvy stupei, ich
ekvivalenty sa symbolom ,, * ““ sa viazu k druhému stupiiu. Mnozina X obsahuje vsetky také
vektory x, pre ktoré ma tloha min{c’Ty | Ax + A’y < b} pripustné rieSenie pre kazdu moznu
hodnotu ndhodného vektoru c. Ten obsahuje tdaje o nahodnych premennych, ktoré su odhalené
pred druhym stupiiom (bud’ su stochastické vSetky parametre ¢, A, A’, b alebo iba niektoré
Z nich). V prvom stupni je optimalizovan4 jednak deterministicka ¢ast’ ucelovej funkcie c7 (x)
plus o¢akavané optimum uéelovej funkcie v druhom stupni min{c'”y}. Druhy stupeii potom
urcuje rozhodnutie y, ktoré bude prijaté, ak su zname hodnoty nahodného vektoru ¢, a ak bolo
skor rozhodnutie x prijaté. Iny pohl'ad na druhy stupen méze byt ten, Ze je vnimany ako akasi
»oprava® pri poruseni povodnych obmedzujucich podmienok Ax < b, ktoré bolo povodne
zatazené nahodou. Lavé strany porusenych podmienok st potom kompenzované (vid A’y
v obmedzujlicej podmienke) a tato kompenzacie vedie k penalizacii ucelovej funkcie (c'7y).
Pre samostatnu optimalizaciou dvoch a viacstuptiovych tloh existuje mnoho algoritmov, ako
napriklad ,,L-shaped* metoda alebo metoda dekompozicie bazy.

Viacstupniové stochastické programovanie je rozsirenim dvojstupniového stochastického
programovania na viacero stupniov alebo ¢asovych obdobi. Kazdé obdobie m6Zze mat’ vlastné
rozhodnutia anahodné udalosti. Prikladom moéze byt planovanie vyroby a skladovania
V tovarni, kde sa v kazdom obdobi musi rozhodnut’, kol'ko vyrobkov vyrobit’, kol'ko skladovat
a kol’ko predavat’, priCom dopyt je ndhodny a moze sa lisit’ v kazdom obdobi.

S rekurentnymi rozhodnutiami sa vyznacuju rozhodnutiami, ktoré sa musia robit’
opakovanie v ¢ase, pri¢om kazdé rozhodnutie ovplyviiuje stav systému pre budice rozhodnutia.
Prikladom mdézZe byt riadenie zasob, kde sa musi rozhodnut’, kol'ko objednat’ v kazdom obdobi,
priCom mnoZzstvo objednaného tovaru ovplyviluje mnozstvo tovaru na sklade v budtcich
obdobiach.

S ¢asovym horizontom sa vyznacuju rozhodnutiami, ktoré musia byt urobené v ramci
istého &asového horizontu. Casovy horizont moZe byt koneény (napriklad planovanie vyroby
na nasledujuci rok) alebo nekonecny (napriklad planovanie doéchodkového fondu s neistym
datumom smrti). Prikladom mdéze byt planovanie investicii, kde sa musi rozhodnut’, kol'ko
investovat’ do aktiv v kazdom obdobi, pricom vynosy z aktiv st ndhodné a mozu sa liSit
v kazdom obdobi.

4 Dvojstupniiové stochastické programovanie s vyuZzitim programu MS Excel

V tomto priklade vytvarame simuléciu, kde predpokladdme existenciu apartmanového
komplexu na Slovensku, kde je naplanovana Stvordiova konferencia a organizatori chci ¢o
najpresnejsie ur€it’, kol'ko hotelovych izieb rezervovat’, aby sa minimalizovali celkové naklady.
Hostia budd ubytovani v hoteli Slopartments, kde je maximalny pocet hotelovych apartmanov
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je 400. Hotel Slopartments dal moznost’ kvoli konferencii vyuzit' zvyhodnenu cenu 145 € za
noc ak sa apartmany rezervuji vopred. Za kazdy rezervovany apartman, ktory nie je vyuzity
musia organizatori platit’ plni sumu, o ¢ini 193 € za kazdy den konferencie. Alternativne, ak
je viac uchadzacov o konferenciu ako rezervovanych apartmanov, organizatori musia zaplatit’
229 € za osobu na dei. Tieto naklady pokryvaju najblizsi menej kvalitny hotel Spoor s cenou
161 € na den plus transport z hotela na konferenciu v hodnote 68 €. Neistotou je, Ze organizatori
nevedia kolko T'udi pride na konferenciu. Podla organizatorov, je oCakavana navstevnost
vopred predpovedatel'na a je znazornena v tabul’ke 1.

Tab. 1. Predom zndme informdcie od usporiadatelov

Scenar (zajtrajSok) Pravdepodobnost’ Potrebné hotelové izby
1 15% 250
2 25% 300
3 30% 350
4 20% 400
5 10% 450

Zdroj: Vlastné spracovanie

r = pocet izieb, ktoré sa rezervuju dopredu v hoteli-1 (premennd z 1. stupiia)

0;, u;= nad-rezervacia, pod-rezervacia izieb podl'a jednotlivych scenarov (/= 1, ..., 5) (2.stupen)
Nad-rezervacia nastava ak r je vaésie ako dopyt a pod-rezervacia ak r je mensie ako dopyt.
Formulacia matematického modelu je nasledovna:

min,(u) =145r + 0.15(4804 + 229u,) + 0.25 (480, + 229u,) +
0.30 (4803 + 229u3) + 0.20 (480, + 229u,) + 0.10 (4805 + 229us)

kde 145 predstavuje cenu pred-rezervovaného apartmanu, desatinné hodnoty zodpovedaju
pravdepodobnosti nastatia udalosti, 48 predstavuje dodato¢né naklady ak nad-rezervujem, 229
ak pod-rezervujem. Utelova funkcia zobrazuje o¢akavané naklady. 3 predstavuje trojdiiova
konferenciu.

Obmedzenia (premennd — prvy stupen):
r <400
Obmedzenia (premenné — druhy stupei):
r—o0, +u; =250
r—o0, +u, =300
r —o03 +u; = 350
T — 04 +uy =400
r — 05 + us = 450
r,o;,u; =0
V programe MS Excel sme si zostrojili vy$sie navrhnuty priklad. ZIté polia predstavuju

polia, ktorych hodnota bola pdvodne nevyplnend. OranZové pole predstavuje ucelova funkciu
na vypocet oCakavanych nakladov po druhom stupni modelu.

52



Richard Martinus Ekonomické implikacie stochastického programovania

Obr. 2: Optimalizacia v MS Excel

Dostupnych apartménov Otakivané niklady
Rezervovaf pre dopyt v Slopartments 300 <= 400 221.240.00 €
Vopred rezervovanie Slopartments 145.00€
Plua cena apartmanu Slopartments 193.00 €
Spoor hotel 161.00€
Cestovné zo Spoor 68.00 €
Scenar Pravdepodobnost’| Dopyt | Nepouiité izby (nad-rezervicia o) | Dodatotne poiadované (pod-rezervicia u) | Rezervované - nadbytok + nedostatok
1 15% 250 50 0 250
2 25% 300 0 0 300
3 30% 350 0 50 350
4 20% 400 0 100 400
5 10% 450 0 150 430
Niklady 48 229

Zdroj: Vlastné spracovanie

Princip vypoétu spociva vo vyuziti riesitela (doplnok solver), kde minimalizacia je
vypocitand v bunke F3 ako cielova hodnota. Nésledne stt do modelu vnesené zmeny buniek
zltej farby. Tymto interpretujeme nastavenie idealneho rozlozenie izieb. Na zaklade
stanovenych podmienok rezervovanych izieb, aby boli ich po¢et bol mensi alebo rovny ako
400 dostupnych apartmanov a aby sa rovnali poéty navitevnikov (G stipec) a dopytu (D stipec).
Po spusteni riesitel’a linearnym simplexovym algoritmom vidime vysledok 300 izieb. Tento
postup je zobrazeny na obrazku 3.

Obr. 3: Vyuzitie doplnku solver

Parametre doplnku Riesitel” >
MNastavit ciel: sFs3| *
Do: 2 Maximum © ninimum ) Hodnota: o

Zmenou premennych buniek:
$C3$3,SES10:5F314

L)

Podlieha obmedzeniam:

$C53 == SES3 pridat’
$GS10:$GS14 = SDS10:SDE14 =

Zmenit

o dstranit

Obnovit’ vEetko

Magtat Ulozit

wytvorte nezapornd hodnotu premennych, ktoré si bez obmedzenia.
vybrat metddu Simplex LP algoritmus e MoZnosti
rieZenia:

Metdda rieSenia

Ak chcete v doplnku RieSitel rie3it’ spoj. nelinearne problémy, vyberte nastroj Nelinearny algoritmus GRG. Ak

chcete riesit’ linedarne problémy, vyberte nastroj Simplex LP algoritmus. Ak chcete riesit’ nespojité problémy,
vyberte nastroj Evoluény algoritmus.

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tento vysledok vieme interpretovat’ nasledovne: neexistuje také rieSenie, ktoré je mozné
ucinit’ dnes, aby bolo idedlne vo vSetkych pripadoch. Tento dvojstupiiovy stochasticky
optimalizacny model udava optimalnu hodnotu pre usporiadatel'ov takychto typov konferencii
ocakavany dlhodoby priemer minimalizujeme vydavky najviac ako je mozné. Aktudlne je
najlepsie pre usporiadatel'ov zarezervovat’ vopred 300 apartmanov. V 25 % pripadoch budeme
v druhom scenari bez vydavkov. V ostatnych pripadoch sme minimalizovali ndklady tak, aby
v kazdom moznom vysledku boli naklady minimalne. Na 15 % budeme mat’ rezervovanych 50
izieb naviac a v 60 % pripadoch sa bude musiet’ doobjednat’ hostom d’al$ie ubytovanie v hoteli
Spoor. Zaujimavé si je vSimnut, ze 30 % scenar s dopytom 350 nebol najlepsim rieSenim tejto
situdcie. Ocakavané naklady na Stvordnovu konferenciu sa po minimalizédcii dostdvaju na
hodnotu 221 240 €. Priebeh vypoctu prikladu je mozné vidiet’ na obrazkoch 2 a 3.
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5 RieSenie ulohy pristupom s normalnou distribuciou pravdepodobnosti s vyuZitim
Python

V tejto kapitole budu rieSené tilohy v programovacom jazyku Python, kde bude vyuzité
pri zobrazeni neistoty normalne pravdepodobnostné rozdelenie.

5.1 Uloha farmar

Pri tejto ulohe sme vychadzali zo skon$truovanych prikladov uvadzanych v dielach Linear
programming with Python and Pulp (Parganiha, 2018) a Crop profit optimization for farmers
(Romero & Smith, 2016). V tomto priklade uvazujeme o pol'nohospodarovi, ktory ma 100 arov
pody a moze pestovat’ pSenicu alebo kukuricu. Farmar sa chce rozhodnut, kol'ko arov kazdej
plodiny vysadi, aby maximalizoval ocakavany zisk. Zisk z kazdej plodiny je vSak neisty
vzhl'adom na faktory, ako st pocasie, Skodcovia a trhové ceny. Tto neistotu modelujeme tak,
ze predpokladame, ze zisky na ar pSenice a kukurice st ndhodné premenné, ktoré sa riadia
normalnym rozdelenim. Strednd hodnota tohto rozdelenia predstavuje ocakavany zisk na ar a
Standardnd odchylka predstavuje variabilitu alebo riziko. Problém pol'nohospodéra je potom
formulovany ako stochasticky optimaliza¢ny problém. Cielom je maximalizovat’ o¢akavany
celkovy zisk, ktory je suctom ocakavanych ziskov z kazdej plodiny. Rozhodovacimi
premennymi st pocet arov, ktoré sa maju osiat’ pre kazda plodinu. Medzi obmedzenia problému
patri obmedzenie tykajuce sa pody, ktoré stanovuje, ze celkovy pocet vysadenych akrov nesmie
prekrocit’ celkovu dostupntl podu, a obmedzenie nezapornosti, ktoré stanovuje, Ze pocet akrov
vysadenych pre kazda plodinu musi byt nezdporny. Na rieSenie tohto problému pouzivame
pristup simuldcie Monte Carlo. Tato metdda je Statistickym experimentom, kde presnost’
vysledku stiipa s poctom iteracii a popisujeme ho v kapitole 3.1. To zahfia vytvorenie mnohych
scenarov pre zisky na aker pre kazda plodinu, rieSenie optimalizacného problému pre kazdy
scenar a nasledné spriemerovanie vysledkov. RieSenie ndm poskytne priemerny pocet akrov,
ktoré treba osiat’ pre kazdu plodinu, ¢im sa maximalizuje oCakavany celkovy zisk, pri¢om sa
zohl'adni neistota v ziskoch na aker pre pSenicu a kukuricu.

Matematicka formulacia modelu:
E[Z] = Elci]x, + E[c]x;
Obmedzenia:
xq +x, <100
X1,%X3 =0

Nech x; a x, st premenné reprezentujlice are, na ktorych sa pestuje pSenica a kukurica,.
c1a ¢, predstavuju nahodné premenné reprezentujiice zisky na ar z pSenice a kukurice. Pri
tychto premennych vyuzivame normalne rozdelenie s priemerom p; pre pSenicu a [, pre
kukuricu a $tandardnou odchylkou pre pSenicu o, a kukuricu a,. E[c;] a E[c,] st ocakavané
zisky v prepocte na ar pre pSenicu a kukuricu. Ocakavany zisk je priemerom normalneho
rozdelenia, kde E[c;] = p; aE[c;] = p,. Tato matematicka formulacia cieli na najdenie poétu
arov na zasadenie kazdej z plodin a maximalizacie celkového zisku pomocou vyuZitia neistoty
v ziskoch na ar pre pSenicu a kukuricu.
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Obr. 4: Optimalizacia vysevu plodin

# Importujeme potrebné kniZnice

import numpy as np

from scipy.optimize import linprog
z ku na akejkolvek ploche pre pfenicu g kRukuricu

mu = np.array([5e, 38])

sigma = np.array([1e, 5])

# Nastavime priemerny zi

Standardné odchylky

# Nastavime pofet scendrov, ktoré chceme generovat

num_scenarios = 186

# Nastavime seed pre generdtor ndhodnych Eisel pre reprodukovatelnost
np.random.seed(8)

# Generujeme scendre pre zisk na akejkolvek ploche pomocou normdlneho rozdelenia
profits = np.random.normal(mu, sigma, (num_scenarios, 2})

# Inicializujeme polia na ukladanie wvysledkov
x1_values = np.zeros(num_scenarios) # Akre pSenice pre kaiZdy scendr
x2_wvaluss =

np.zeros(num_scenarios) # Akre kukurice pre kaZdy scendr

namka: PouZ
profits[i]

v pre obmedzenie pddy

x0_bounds
x1_bounds

Riesime Linedrny programovaci problém pre aktudlny s
s = linprog(c, A _ub=A, b_ub=b, bounds=[xe_bounds, x1_bounds], method="highs")

5

# UlozZime riesenie pre aktudlny scendr

x1_wvalues[i] = res.x[@]
x2_values[i] = res.x[1]
# Vypolditame priemerné hodnoty zeo vsetkych scendrov
x1_avg = x1_wvalues.mean()
x2_avg = x2_values.mean()
# vytl
print( 1", x1_avg)
print( ‘P *, x2_avg)|

Priemerny pofet akrov pienice na wvysadbu: 96.3
Priemerny pofet akrov kukurice na vysadbu: 2.7

Zdroj: Vlastné spracovanie

5.2  Uloha alokacie portfélia

Téma investicii je Siroko vyuZzivand za pomoci stochastickych optimaliza¢nych pristupov.
V tato téma bola skimana vo viacerych dielach, napriklad aj v diele A hybrid combinatorial
approach to a two-stage stochastic portfolio optimization model with uncertain asset prices
(Cui, Bai & Ding, 2020). Dvojstupiiové stochastické modely boli popisané v kapitole 3.3.
Existujt viaceré pristupy na optimalizaciu a odhad idedlneho portfolia. Alternativna metdda na
hl'adanie vah portfolia moze predstavovat’ minimaliza¢na funkcia, ktoru bude v nasom priklade
v kode predstavovat’ knizniéna funkcia basinhopping. Optimaliza¢ny kod vybera optimalne
vahy portfolia a spolu s nimi vypiSe aj o¢akavany vynos portfolia a riziko resp. Standardnt
odchylku portfolia. Vypocet ulohy je znazorneny na obrazku 6. V tomto priklade budeme
pracovat’ s troma aktivami, kde o¢akavané vynosy su 8 %, 12 %, 10 % roc¢ne. Standardné
odchylky pohybu cien troch spolo¢nosti st 10 %, 15 % a 12 %. V tejto tlohe sa budeme snazit’
0 optimalizaciu vah jednotlivych cennych papierov za pomoci vyuzitia minimalizcie rizika
portfolia.

Po inicializacii o¢akavanych vynosov a Standardnych odchylok sme vytvorili korelacna
maticu. Pri minimalizacii rizika je nutné mat’ vytvorenu funkciu na vypocet rizika ¢o
zabezpecuje funkcia portfolio risk, pri¢om tato funkcia dostava ako vstupné argumenty vahy
a kovarian¢nli maticu. Simuldcia minimalizécie portfolia je zabezpecovand pomocou funkcie
basinhopping. Tato metdda kombinuje lokalnu optimalizaciu s nahodnymi krokmi v priestore
vah portfolia. Nachddza sa tu viacero argumentov, ktorymi sa da dodefinovat’ napriklad
dodatoéné argumenty, ktoré budu pouZité pri iteraciach minimalizaéného algoritmu. Dalej su
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tu definované obmedzenia, ktoré urcuju aké hodnoty moézu mat’ optimalizacné parametre
(vahy). Pocet vah musi byt rovny jednej. Vysledok vah je zaznadeny do premennej
optimal_weights avypisany s o¢akavanym vynosom a rizikom portfolia. Tento kod
minimalizuje riziko pre tri aktiva. Obdobny postup je mozné aplikovat’ aj na redlne aktiva.

Obr. 6: Optimalizdcia portfolia pomocou ocakavanych vynosov a Standardnej odchylky

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize
from scipy.optimize import basinhopping

# Predpokladané vynosy a Standardné odchylky jednotlLivych aktiv
expected_returns — [@.88, ©.12, ©.18] # Predpokladané ofakdvand vynosy
std_deviations = [e.1e, e.15, ©.12] # Standardné odchylky vynosov

# Korelaénd matica medzi vynosmi aktiv (v tomto priklade uvddzame dplne nezdvislé aktiva)
correlation_matrix = np.eye(3) # Jednotkovd matica

# Funkcia na vypolet rizika portfdlia
def portfolio_risk(weights, cov_matrix):
return np.sgrt(np.dot(weights.T, np.dot(cov_matrix, weights)))

# Funkcia na minimalizdciu rizika portfolia
def min_risk(weights):
return portfolio_risk(weights, np.diag(std_deviations))

# Funkcia na generovanie ndhodnych vdh portfélia
def generate_random weights():
#Generuje ndhodné vdhy pre aktiva v portfoliu s pouZitim Dirichletovho rozdelenia.
return np.round(np.random.dirichlet(np.ones(len(expected returns)), size-1)[e], 2)

# KonStraint pre sumu vdh
constraints — ({'type’: "eg', 'fun': lambda x: np.sum(x) - 13})

# Simulované minimalizdcie rizika portfélia

#metdda basinhopping na minimalizdciu rizika portfdl
#v priestore vdh portfélia, o zehria stochasticky p

ia - kombinuje Lokdlnu optimalizdciu s ndhodnymi krokmi
vok

zer_Rwargs={ "constraints”: constraints} definuje dodatoiné argumenty,ktoré budd pouZité pri volani internédho

zaéného algoritmu pofas simuldcie, constraints je dodat parameter - zoznam cbmedzeni, ktoré uréuji, aké hodnoty
g v tomto pripade vdhy akti rtfoéliu).

rovny 1, <o zarudfuje, Ze celkovd alokdcia v portfoliu je 198%.

. Ze sdfet vdh musi byt
result - basinhopping(min_risk, x@-generate_random weights(), minimizer kwargs—{"constraints”: constraints})

# Optimalne vdhy portfélia
optimal_weights - np.round(result.x, 4)

# Wipofet ofakdvansho vynosu portfélia
expected_return - np.round(np.dot(optimal_weights, expected_returns), 4)

# Vypofet rizika portfdlia (3tandardnej odchylky) zaokrihlend na 4 desatinné miesta
# Diagondlna matica zo vstupnej matice - np.diag vrdti vektor obsahujidci prvky na diagondle tejto matice.
risk — np.round(portfolio_risk(optimal_weights, np.diag(std_deviations)), 4)

print("Optimalne v&hy portfdlia:"., optimal_weights)
print(“0fakavany vynos portfélia:™, expected_return)
print(“Riziko portfélia (&tandardna odchylka):", risk)

Optimalne vahy portfélia: [@.4 ®.2667 ©.3333]
oZakavany vynos portfélia: e.e973
Riziko portfélia (3tandardnd odchylka): ©.2

Zdroj: Vlastné spracovanie

6 Zaver

V zavere prace sme sa zamerali na Stidium stochastického programovania a jeho
aplikéciu v r6znych oblastiach rozhodovania s neistotou. Praca bola zamerana na vysvetlenie
zakladnych pravdepodobnostnych rozdeleni a metdd stochastického programovania, s dorazom
na vyuZzitie normalneho pravdepodobnostného rozdelenia. V rdmci prace sme popisali vyznam
metdd ako L-Shaped a Dekompozicia bazy a aplikaciu metddy L-shaped v rieSeni komplexnych
rozhodovacich problémov. Okrem toho sme pouzili pristup Monte Carlo na simulaciu
nahodnych procesov a odhadovanie hodnot v stochastickych problémoch, ¢o mi umoznilo
analyzovat’ a riesit’ problémy s neistotou. Dolezitou sucastou prace bolo tiez ukazat’ praktické
priklady, kde boli vyuzité normalne pravdepodobnostné rozdelenie na modelovanie neistoty a
rizika. Tieto priklady umoznili ilustrovat’ a aplikovat’ teoretické poznatky na realne situdcie, o
posilnilo pochopenie problematiky stochastického programovania. Sirok(i pouZitelnost’
stochastického pristupu pri ekonomickych aplikacidch vidime v mnoho dielach ako su
napriklad A stochastic programming approach to multicriteria portfolio optimization (Sakar &
Koksalan, 2013) alebo An interactive approach to stochastic programming-based portfolio
optimization (Koksalan & Sakar, 2016). Stochasticky pristup je vhodné pouzit’ v pripade, kde
hodnoty nie st isté (v pripade neistoty). Toto je idedlne pre pracu s finanénymi trhmi, kde cena
nie je vopred znama a je tak mozné vytvorit' predpovede potencidlnej ceny aktiv. Celkovo
povazujem pracu za dolezity prispevok k pochopeniu a aplikécii stochastického programovania
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v praxi. Verim, ze obsiahnuté poznatky a priklady poskytna Citatelom uzito¢né nastroje na
rieSenie rozhodovacich problémov v prostrediach s neistotou a ndhodnost’ou.

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej tulohy VEGA - 1/0120/23
sEnvironmentalne modely ako nastroj ekologicko-ekonomickych rozhodnuti®.
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