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Vypocet pravdepodobnosti krachu pri aplikacii LCR zaistenia

Ruin probability calculation in LCR reinsurance
FrantiSek Slaninka', Zsolt Simonka!

Abstrakt

Zaistenie najvyssich $kdd (LCR) patri k menej frekventovanym typom neproporcionalneho
zaistenia hlavne z dovodu zlozitosti spravy a reportovania. Umoziuje ale ochranu poistovne
pred potencidlne destabilizacnymi vysokymi Skodami. Vyznamnu tlohu v tomto zaisteni hra
nastavenie hodnoty urcujucej, kolko 8§kdd uhradi zaistovatel. KItiCovym kontrolnym
prostriedkom pri jej nastaveni je pravdepodobnost krachu vyjadrujica, ¢i poistoviia bude
schopna kryt' svoje zavidzky voci poistenym subjektom. Presny vypocet pravdepodobnosti
krachu je v pripade LCR zaistenia problematicky, preto je vhodné vyuzit’ alternativne metody.
V ¢lanku uvadzame spdsob urcenia pravdepodobnosti krachu pri aplikovanom LCR zaisteni
pomocou Monte Carlo simulécii. Vypocet pravdepodobnosti krachu realizujeme na zéklade
definicie kolektivneho modelu rizika a zaistenia LCR v jazyku R.
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Abstract

Largest Claims Reinsurance (LCR) is a less commonly used type of non-proportional
reinsurance, mainly due to the complexity of administration and reporting. However, it provides
insurer’s protection against potentially destabilizing large losses. A crucial factor in this type
of reinsurance is setting the value that determines which claims will be covered by the reinsurer.
A key control mechanism in setting this value is the probability of ruin, which expresses
whether the insurer will be able to meet its obligations to policyholders. Given the challenges
in calculating the probability of ruin for LCR reinsurance, alternative methods are
recommended. In this article, we present a method for calculating the probability of ruin in the
context of LCR reinsurance using Monte Carlo simulations. The calculation of the probability
of ruin is based on the definition of the collective risk model and LCR reinsurance definition,
implemented in the R programming language.

Key words
LCR reinsurance, Ruin probability, Monte Carlo simulation, R programming language

JEL classification
Cl15, C69, G22

1 Uved

Zaistenie je proces, pri ktorom poistovatel’ prenasa Cast’ rizik, ktoré na seba prevzal, na
inu poist'oviiu, nazyvanu zaistovatel. Hlavnym cielom zaistenia je ochrana poistovatela pred
nadmernymi stratami, ktoré mozu vzniknut’ z neo¢akavanych udalosti alebo velkych poistnych
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narokov. To umoziiuje poistovatelovi udrzat’ si finan¢nt stabilitu a schopnost’ kryt’ vel'ké

Skody bez ohrozenia solventnosti. Medzi najddlezitejsie funkcie zaistenia patri (Cipra, 2004):

e Rozlozenie rizika: Poistovia prenasa Cast prevzatého rizika na zaistovatel’a, Co jej pomaha
zvladat’ vel'ké straty, napriklad v pripade katastrofickych udalosti (zaplavy, zemetrasenia).

e Homogenizacia poistného kmena: Volba vhodného zaistenia umoznuje velky poistny
kmern orezat’ do homogénnej podoby.

o ZvySenie kapacity: Zaistenie umoznuje poistovni prijimat’ viac poistnych zmlav alebo
pokryvat’ rizika s vyS$$imi poistnymi sumami, ktoré by inak bez zaistenej ochrany nebola
schopna zvladnut'.

o Stabilizdacia financnych vysledkov: Zaistenie pomaha vyhladzovat vykyvy v ziskovosti
poistovne, ktoré mézu byt’ spdsobené nepredvidateI'nymi udalost’ami a velkymi stratami.

e Ochrana solventnosti: Pomocou zaistenia si poistovila méze zachovat’ svoju finan¢nu
stabilitu aj v pripade velkych $kdd. Zaistovatelia kompenzuju Cast’ strat, ¢im sa znizuje
tlak na kapital poistovne.

e Optimalizacia rizikového manazmentu: Zaistenie dovoluje poistovni efektivnejSie riadit’
rizika, poistoviia moze vyuzit' odborné znalosti a skusenosti zaistovatel'a, napriklad pri
modelovani katastrofickych rizik.

e Plnenie regulacnych poziadaviek: Zaistenie moZe poistovni pomdct’ splnit’ poziadavky
regulacnych organov, ktoré stanovujii minimalne kapitalové rezervy potrebné na krytie
rizik.

Zaistenie zohrava vyznamnu tlohu v ramci smernice Solvency II (i¢innost’ nadobudla v
roku 2016), ktord predstavuje eurdpsky regulaény ramec pre poistovne a zaistovacie
spolo¢nosti so zameranim na posilnenie ochrany spotrebitelov a zabezpecenie financnej
stability poistovacich trhov. Zaistenie v tomto kontexte pomaha poistovniam efektivne riadit
rizikd, znizovat kapitalové poziadavky a plnit’ regulacné poziadavky stanovené smernicou.

Graf na Obr. 1 zobrazuje 10 najvéacsich skodovych udalosti v rokoch 1900 — 2023.
Vicsina tychto udalosti viedla k rekordnym narokom na zaistenie, priCom zaistovacie
spolocnosti zohrali klI'aicovt ulohu pri vyplacani skod.

Obr. 1: 10 najvicsich skodovych udalosti v rokoch 1900 — 2023

Hurikan Katrina (2005)

Hurikan lan (2022)

Zemetrasenie a tsunami Tohoku (2011)
Hurikan Irma (2017)

Hurikéan Ida (2021)

Hurikan Sandy (2012)

Hurikan Harvey (2017)

Hurikan Maria (2017)

Hurikén Andrew (1992)

Zemetrasenie Northridge (1994)
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Odhadované straty (mld. USD)
Zdroj: https://www.statista.com/statistics/207424/insured-losses-of-the-largest-world-natural-catastrophes/
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2 LCR zaistenie v kontexte kolektivneho modelu rizika

Zaistenie najvysSich §kod, oznaCované v praxi LCR(p) je =zaistenie, pri ktorom
zaistovatel’ uhradza p najvyssich §kéd z n vzniknutych (p je prirodzené Cislo, p < n), ktoré
nastali v priebehu platnosti zaistnej zmluvy (Cipra, 2004).

Na Obr. 2 je zobrazené LCR zaistenie aplikované pre poistné zmluvy, v ktorych doslo
k poistnym udalostiam ak p = 3, t. j. zaistovatel’ uhradza 3 najvyssie Skody (oznacené cervenou
farbou), zvysné skody (oznac¢ené modrou farbou) hradi poistovatel’.

Obr. 2: Priklad LCR zaistenia, ak p = 3
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Zdroj: vlastné spracovanie podla (Cipra, 2004)

Uvazujme dalej postupnost’ po sebe iducich $kod {xl,xz,...}, ktora je vysledkom

realizacie postupnosti nezavislych a identicky rozdelenych nadhodnych premennych {X i}zl.
Celkovt Skodu mozno vyjadrit’ ako sticet vSetkych po sebe iducich vzniknutych individualnych
Skod {xl, Xy, }

Predpokladajme, ze po sebe idiice skody vzniknu realizaciou nacitacieho procesu $kod
{N,,t>1}, nezavislého od premennych {X,}” , kde N, opisuje pocet $kod vzniknutych do
¢

asu z. Potom nahodnu premennu opisujucu celkova skodu do Casu ¢ vyjadrime vztahom
S,=>X, t>0 (1)

Néhodn4 premenna, ktora spiiia uvedené predpoklady ma zlozené rozdelenie (Horakova
et al., 2015), ¢o zapiSeme v pripade, ak neSpecifikujeme ani jedno z rozdeleni ako

S, ~C0(pNt(n);FX(x)) 2)

78



FrantiSek Slaninka, Zsolt Simonka Vypocet pravdepodobnosti krachu pri aplikacii LCR zaistenia

Ozna¢me dalej (X XL X ;/,) vzostupne usporiadané Statistiky ndhodného vektora

(X . G, ¢ N/) po sebe iducich individualnych $kdd do casu ¢ V pripade aplikovania LCR

zaistenia zaist'ovatel’ uhradi poslednych p najvyssich §kod, poistovatel’ uhradi zvySnych N, — p
vzniknutych §kod. V kontexte vyssie uvedeného celkovu skodu zaist'ovatel'a mozno vyjadrit’
v tvare (Ladoucette & Teugels, 2005)

p
7S, =2 X\ ia» 1SPSN,t>0 (3)

t
i=1

Celkova skoda poist'ovatel’a je dana vztahom
Ni—p
"S,=> X, 1<p<N,t>0 4)
i=1

Na Obr. 3 je zobrazené LCR zaistenie aplikované pre vzostupne usporiadané poistné
zmluvy , v ktorych doslo k poistnym udalostiam ak p = 3, t. j. zaist'ovatel’ uhradza 3 najvyssie
Skody (oznacené cervenou farbou), zvysné skody (oznacené modrou farbou) hradi poist'ovatel.

Obr. 3: Priklad LCR zaistenia v pripade usporiadania skod, ak p = 3
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Zdroj: vlastné spracovanie podla (Cipra, 2004)

Vyjadrenie rozdelenia celkovej skody, pri Specifikacii rozdeleni poctu a vysky Skody
v pripade vyuZitia usporiadanych Statistik predstavuje narocny proces, viac o problematike
citatel’ najde napriklad v (Fan et al., 2017) a (Ladoucette & Teugels, 2005). Na ur¢ovanie
pravdepodobnosti krachu pri aplikacii LCR zaistenia na uvazované riziko preto vyuzijeme
metddu Monte Carlo simulécii.

Pri Monte Carlo simulaciach nahradime redlny systém jeho simulaénym modelom
s rovnakymi pravdepodobnostnymi charakteristikami a opakovane simulujeme spravanie
realneho systému na vytvorenom modeli. Ak vykoname dostatony pocet simuldcii, ich
vysledky poskytuju vel'mi presné odhady rizikovych mier pre ré6zne kombinacie primarnych
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a sekundarnych rozdeleni v ramci zloZenych rozdeleni. Monte Carlo simulacie v prostredi R st
ucinnym a vykonnym nastrojom pri ur¢ovani rozdelenia celkovej Skody. Pocet simulacii je
potrebné zvolit’ starostlivo, priCom plati, ze E (S )simul =F (S )exakt a zarovenl zohladnit

variabilitu jednotlivych rozdeleni (napriklad lognormalneho). Napriek vysokému poctu
simuldcii softvér R poskytuje vysledky vel'mi rychlo, zvycajne v rozpiti 1 az 60 sektiind (Pales
& Slaninka, 2021).
Pri aplikovani LCR zaistenia na uvazované riziko je hlavnym problémom konstrukcia
celkovej Skody zaistovatela a poistovatela. Inymi slovami budeme konstruovat’ hodnoty
nahodnej premennej rozdelenia celkovej Skody zaistovatela, aj poistovatela.
Predpokladajme znalost’ rozdelenia poc¢tu $kod aj vysky individualnej Skody. Budeme
simulovat’ mnoziny individualnych $kdéd, ktoré budeme nasledne triedit’ podl'a zvolen¢ho p
medzi zaistovatela a poistovatel’a. Situdcia jednej usporiadanej mnoziny vzniknutych §kod pre
dané p je zobrazena na Obr. 3. Celkova Skoda zaistovatela v tomto pripade bude stictom
3 poslednych najvyssich $kod, na grafe zobrazenych &ervenymi stipcami. V jazyku R
na uvedené konstrukcie vyuzijeme vstavané funkcie
e replicate — realizuje opakovanie urcitého vyrazu alebo vypoctu a zhromazd’uje vysledky
tychto opakovani s vystupom vo forme vektor, matica alebo zoznam v zavislosti od typu
vratenych udajov a nastaveni,

e sort - sluzi na usporiadanie prvkov vektora od najmenSicho po najvacsi, ale pomocou
parametrov je mozné zmenit' poradie triedenia,

e  tail — zobrazuje poslednych »n prvkov z vektora, alebo dataframe,

e  head — zobrazuje prvych n prvkov z vektora, alebo dataframe.

Koéd v jazyku R simulujuci nastatie jednej skodovej udalosti a realizujici delenie Skody
medzi zaistovatel’a a poistovatel’a pri aplikacii LCR zaistenia a vypocet vysky Skody, ktort
musia uhradit’ mézeme zapisat’ takto (uvazujeme pocet skod N ~ P0(20) , vySka individualnej

Skody X ~E(O,1), p=25):

X<- rexp(rpois(1,20),0.1) # vzniknuté Skody v ramci
jednej Skodovej udalosti

X usp<- sort(X,decreasing=FALSE) # usporiadanie vektora X
X usp

X z<- tail(X usp,5) # Skody hradené zaistovatelom
X z

X p<- head (X usp,length (X usp)-5) # Skody hradené poistovatelom
X p

Skody hradené zaistovatelom (vietky $kody a 3kody hradené poistovatelom uréime
podobne) ziskame aj prikazom:

X z<- tail (sort (rexp(rpois(1,20),0.1),decreasing=FALSE), 5)

Vystupy nasimulovanych individualnych §kod v ramci jednej Skodovej udalosti celkovo
X, hradenych zaistovatel'om X z a poistovatelom X p su nasledovné:
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> X
[1] 0.08414212 1.12502589 1.71927269 1.80926344 2.55724180
2.82579898 3.33400143 3.47873264

[9] 3.61822205 4.28239895 4.71532900 5.29980866 5.37007592
5.48357223 5.52260637 5.97872837

[17] 6.35608871 6.66035761 7.87248398 9.80332463 10.16816903
11.63120387 13.12400168 14.51484418
> X z
[1]

1 9.803325 10.168169 11.631204 13.124002 14.514844

p

> X

[1] 0.08414212 1.12502589 1.71927269 1.80926344 2.55724180
2.82579898 3.33400143 3.47873264 3.61822205

[10] 4.28239895 4.71532900 5.29980866 5.37007592 5.48357223
5.52260637 5.97872837 6.35608871 6.66035761

[19] 7.87248398

Graficky situdciu zobrazime prikazmi

colors<- c(rep("lightgray", length(X usp) - 5), rep("darkgray",
5))

barplot (X usp, col = colors, xlab = "Vzniknuté Skody", ylab =
"VyS8ka Skody")

s vystupom v R (Obr. 4)

Obr. 4: Grafické zobrazenie nasimulovanych individudalnych skéd
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|
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Vzniknuté Skody
Zdroj: vlastné spracovanie v jazyku R
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Celkovll vzniknutt $kodu, Skodu, ktorti uhradza zaistovatel a poistovatel (aj s
vystupom) ziskame prikazom

data.frame (sum(X n),sum(X p),sum(X z))

sum.X n. sum.X p. sum.X z.
1 137.3347 78.09315 59.24154 # vystup v jazyku R

3 Pravdepodobnost’ krachu pri aplikacii LCR zaistenia

Definuyjme prebytok poistovne pocas jednej Casovej periody nahodnou premennou
U =U+RP-S,kde

e U - vyjadruje zaciatocné rezervy na zaciatku sledovaného obdobia,
e  RP -je celkové prijaté rizikové poistné za jednu casovu periodu,
e §- predstavuje celkovi skodu za jednu ¢asovu periodu.

Ciel'om poistovne je, aby prebytok v Case 7 = 1, t. j. na konci ¢asovej periody bol kladny,
respektive, aby platilo s veI'mi malou pravdepodobnost'ou

P(U+RP-S5<0)=¢ (5)
Co po tiprave mozno vyjadrit’ v tvare
F(U+RP)=1-¢ (6)
Uvazujme nacitaci proces poctu skod {Nt}t20 , kde ndhodné premenna N, opisuje pocet

skod v casovom intervale <0, t>. V klasickom nacitacom procese je to ndhodnd premenna

s Poissonovym rozdelenim a nacitaci proces sa nazyva Poissonov proces. Proces prebytku
{U t}tzo vyjadrime pomocou nahodnych premennych opisujicich prebytok poistovne do casu ¢

U=U+RP-t-S, (7)
Pre celkovu skodu S, case ¢ podla (1), (2) a (7) plati
S, ~ CoPo(A-1;Fy(x)) (®)
a pravdepodobnost’ krachu do ¢asu t mézeme vyjadrit’ v tvare
P(U+RP-t-8,<0)=¢ 9)
respektive
FS'(U+RP-t)=1—5 (10)
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V pripade, ak budeme uvazovat, ze na prijaté riziko je aplikované =zaistenie, prebytok
poistovne do ¢asu ¢ je dany vztahom

U =U+RP-t—NZ-t-"S, (11)

kde NZ vyjadrujii naklady na zaistenie za jednu Casovii periodu a S, opisuje $kodu
poistovatel'a do Casu ¢. Pravdepodobnost’ krachu v Case 7, vyjadruje na zaklade (10) a (11) vztah

P(U+RP-t-NZ-t-"S,<0)=¢ (12)
po Uprave

F, (U+RP-t—NZ-t)=1-¢ (13)

SL

Predpokladajme, Ze pocet $kdd sa riadi Poissonovym rozdelenim N ~ Po(lOO) a vyska
individualnej Skody Paretovym rozdelenim I. typu X ~ Par(3,2). Na prislusné riziko

aplikujeme LCR zaistenie s parametrom p =10, t. j. zaistovatel hradi 10 najvySSich
vzniknutych §kéd. NaSou tlohou bude urcit’ pravdepodobnost’ krachu pri danych zaciatoénych
rezervach U. Rizikové poistné aj naklady na zaistenie budeme pocitat’ podl'a principu stredne;j
hodnoty s prirazkami a =0,1, respektive »=0,12. Kvoli jednoduchosti uvazujeme jednu
casovu periodu, t. j. £ =1.

Vypocet pravdepodobnosti krachu realizujeme simulaciami Monte Carlo v jazyku R
pomocou funkcie replicate. Hodnoty nahodnej premennej celkovej Skody st simulované
v stlade s definiciou kolektivneho modelu rizika a triedenie individudlnych $kod medzi
zaistovatel’a a poistovatela je realizované podla kodu v Kapitole 2 (Pales & Slaninka, 2021).

p<- 10 # p = 10, parameter LCR zaistenia
lambda<- 100 # parametre rozdeleni

scale<- 3

shape<- 2

U<- 50 # zacdiatoéné rezervy

a<- 0.1 # prirazky

b<- 0.12

S<- replicate (10000, sum(sort (rpareto(rpois (1, lambda),
scale, shape) ,decreasing=FALSE))) # hodnoty premennej
celkovej Skody

S z<- replicate(10000,sum(tail (sort (rpareto (rpois(1l,lambda),
scale, shape) ,decreasing=FALSE),p))) # celkova Skoda zaistovatela

S p<-replicate (10000, sum(head(sort (rpareto(a<-rpois(l,lambda),
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scale, shape),decreasing=FALSE) ,a-p))) # celkova Skoda
poistovatela

RP<- mean (S)+a*mean (S) # rizikové poistné

NZ<- mean(S_z)+b*mean(S_z) # naklady na zaistenie

PK<- 1-length (subset (S, S<U+RP)) /length (S)
# pravdepodobnost krachu
bez zaistenia

PK LCR<- l-length(subset (S p,S p<U+RP-NZ))/length(S_p)
# pravepodobnost krachu po
aplikacii LCR zaistenia

Odhady pravdepodobnosti krachu bez aj po aplikovani LCR zaistenia ziskame v jazyku

R nasledujucim prikazom a vystupom:

data.frame (U, PK, PK LCR)

U PK PK LCR
1 50 0.1127 0.0551 # vystup v jazyku R

Z uvedeného vystupu vidime, ze pri zaciatocnych rezervach U = 0 je odhadovana
pravdepodobnost’  krachu bez zaistenia 0,1127, LCR zaistenie s parametrom p = 10
pravdepodobnost’ krachu redukuje na hodnotu 0,0551.

4 Zaver

Neproporcionalne LCR zaistenie sa javi ako vhodny prostriedok na ochranu poistovatel’a
hlavne v pripadoch, Zze vyska Skody je opisand pomocou rozdeleni s tzv. tazkym chvostom
(Paretovo, Weibullovo, lognormalne, alebo napriklad log-gama rozdelenie). V takom pripade
poistovatel’ mézZze vhodne nastavenym parametrom p preniest’ Cast’ nebezpecnych $kod na
zaistovatel’a. Pravdepodobnost’ krachu je dolezitou mierou, ktora moze pomoct’ pri nastavovani
parametra p. Clanok uvadza sposob odhadu pravdepodobnosti krachu, ak na riziko aplikujeme
LCR zaistenie. Vypocet sme realizovali pomocou simulacii Monte Carlo s vyuzitim
programovacieho jazyka R. S dosiahnutych vysledkov vidiet, Ze napriklad v pripade, ak
uvazujeme vySku Skody opisanu Paretovym rozdelenim, LCR zaistenim a vhodnou volbou
parametra p dokazeme $kodu poistovatel’a efektivne eliminovat’.

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0431/22
Implementdcia inovativnych pristupov modelovania rizik v procese ich riadenia
v internych modeloch poist’ovni v kontexte s poZiadavkami direktivy Solvency II.
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