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VEKTOROVO AUTOREGRESNE MODELY
S KOREKCNYM CLENOM!

Uvod

V ¢lankoch (Lukacik, 2012a) a (Lukacik, 2012b) publikovanych v predoslych
ro¢nikoch tohto Casopisu sme sa zaoberali vektorovo autoregresnymi modelmi (VAR)
aich vyuzitim pri ekonometrickej analyze. Podrobne bola vysvetlena a prezentovana
zakladnd metodologia celého pristupu. Konstatovali sme, ze predstavuje jeden zo
zakladnych nastrojov prognostikov. Taktiez sme uviedli, ze makroekonomickym
aplikacidm dominuje analyza Sokov realizovana prostrednictvom strukturalnych vektorovo
autoregresnych modelov (SVAR) a prezentovali sme viaceré sposoby ich identifikacie.

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat modelmi, ktoré vyuzivaji kointegraciu
nestacionarnych casovych radov, teda vektorovymi modelmi s korekénym ¢lenom
(VECM) atym doplnime uvedeny typ vektorovo autoregresnych modelov. Okrem
teoretického vysvetlenia prezentujeme postup analyzy tohto typu modelu na konkrétnom
priklade analyzy $truktary skimajtcej parametre produkénych funkcii na Slovensku
a v Ceskej republike.

1 NESTACIONARNE CASOVE RADY A KOINTEGRACIA

Vicsina ekonomickych ¢asovych radov ma tendenciu rast’s Casom. Pri analyze by
sme mali byt’ schopni rozlisit, ¢i skiimany ¢asovy rad obsahuje ¢asovy trend. NevSimnut
si, ze dva rady maju trend rovnakym smerom, ale inak nie je medzi nimi suvislost, moze
totiz viest' k nespravnym zaverom, ze zmeny jednej premennej su vyvolané zmenami
druhej premennej, teda k tzv. nepravej regresii.

Casovy trend sa nepouziva iba v modeloch trendu, ale je vyznamnou premennou aj
v regresnych modeloch s inymi vysvetl'ujucimi premennymi. M6Ze zabranit' nepravej
regresii takym spdsobom, ze ak sme do modelu nezahrnuli vyznamny faktor vplyvajuci na
zavisli premennt, ktory v sebe obsahuje trend, jeho ulohu prevezme prave trendova
premenna. Takisto moze zvyraznit' vyznamnost’ kI'i¢ovej vysvetl'ujicej premennej, ktora
ma opacny trend ako zavisla premenna.

! Clanok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0444/15 "Ekonometrické analyza produkénych
moznosti ekonomiky a trhu prace na Slovensku".
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Pri analyze, aby sme sa vyhli moznej nepravej regresii, je vyhodné pouZzivat’ Casové
rady, ktoré su vysledkom stacionarneho procesu. Praktické analyzy v§ak ukazuju, ze vel'ky
pocet makroekonomickych radov je nestacionarnych, o znamena, Ze nepravé regresie
moézu predstavovat’ Casty jav pri modelovani.

Problém nestacionarity premennych sa moze riesit’ tak, Ze pri regresii sa vyuziju
zodpovedajtce diferencie premennych. Takyto postup by ekonometriu ochudobnil
0 analyzu mnohych ekonomickych teorii, ktoré nepredpokladaji vzt'ahy medzi prirastkami
¢i tempami prirastkov, ale priamo medzi tiroviiami premennych.

Engle a Granger (1987) povazuju dva nestacionarne rady Y: a X za kointegrované
radu (d,b), pricom d>b >0, ak oba rady st integrované radu d a existuje nenulova
linearna kombinacia tychto radov, ktora je integrovana radu (d—b). Matematicky, so
symbolom CI pre kointegraciu, sa to da zapisat”:

nech y; ~ 1(d) A X ~ 1(d), potom ak 3(Sry: + foxi) ~ 1(d — b) = 4, X, ~ CI(d,b)

Predmetom zaujmu je taky pripad kointegracie, kde d = b, ¢o znamena stacionaritu
linearnej kombinacie Syt + [oxXt. Vektor koeficientov uvedenej linearnej kombinacie radov
[61 p2] sa nazyva kointegrujuci vektor. Pretoze kazdy jeho skalarny nasobok je tiez
kointegrujucim vektorom, tak sa zvycajne prvy z koeficientov tohto vektora normalizuje
[1 p./ /1], lebo v takom pripade je normalizovany vektor jeho jednozna¢nym vyjadrenim.

Z Grangerovej vety vyplyva dolezita vlastnost’. Ak st dva nestacionarne rady y:a X
integrované radu 1 a existuje ich stacionarna kombinacia, tak st kointegrované aj rady Y:
a Xw+j pre T'ubovolné j. Kointegracia medzi dvoma radmi predstavuje spdsob, ako sa da
medzi nimi vyjadrit’ dlhodoba rovnovaha. Zapi$me autoregresny model prvého radu:

Yo =B+ 7Y+ 0% + X, +U, U~ NID(0,5)

Vieme, Ze kratkodoby multiplikator okamzZitej reakcie na zmenu premennej X je
parameter do, ale dlhodoby multiplikator predstavujuci celkovii reakciu za vSetky obdobia
sarovna (do + d1)/(1 — y1), preto postupnymi Gpravami:

Yo = Yea + Yeu = By + GoX = GpXy + GpXy + O X+ 7Y+ U,

AY, + Y,y = By + 0K + X, + X, + 7Y, T U

AY, = B, + 5,M% + (8, +0,) %, + (7, —1) Y, +,

dostaneme model s korekénym ¢lenom (ECM):

o, +0
Ayt :ﬂo +50Axt +(7/1_1)(yt1_ fj}/l Xt1j+ut (1)

1
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Model (1) tvori ¢len Ay, = S, +0J,AX, +U, aclen (}/1 —1)(yt_1 - th_l) , ktory je
korekciou odklonu od dlhodobej rovnovahy (rezidual dlhodobého vzt'ahu ec.1). D6vodom
preco sa nazyva model s korekénym ¢lenom je to, Ze druhy ¢len v zatvorke, ozna¢me ho
y", predstavuje dlhodobti rovnovaznu hodnotu premennej y. Ak je (1—y1) <0, tak y
v pripade y <y rastie a naopak y v pripade y >y klesa k svojej rovnovaznej hodnote.
Rozdiel medzi skuto¢nou hodnotou y a dlhodobou rovnovéhou y* je stacionarny.

Stock a Watson (1988) si v§imli, ze kointegrované premenné zdiel'aju spolocny
stochasticky trend. Stock (1987) takisto dokazal, ze odhad kointegrujicich vektorov
oby&ajnou metédou najmensich tvorcov (MNS) je ,,superkonzistentny. Kointegrujlice
vektory sa daju odhadovat MNS aj v pripade, ked’ premenné pravej strany su korelované
s vektorom nahodnych zloziek aodhady dokonca konverguji rychlejsie ako
v §tandardnom pripade. Tato logika je vyuzita v dvojkrokovom postupe odhadu modelu
s korek¢énym ¢lenom v procedare Engla a Grangera (Lukacik a Lukacikova, 2013).

Celu uvahu mozno zovseobecnit’ aj pre pripad n premennych. Engle a Granger
povazujui K nestacionarnych radov Xu, Xw, ..., X« za kointegrované radu (d,b), pricom
d >Db >0, ak st rady integrované radu d a existuje nenulova linearna kombinacia tychto
radov, ktora je integrovana radu (d —b). Matematicky sa to da zapisat”.

nech xa ~ 1(d), X ~ 1(d), ..., Xu ~ 1(d),
potom ak J(Bixu + SoXe + ... + SixXu) ~ I(d —b), tak X, Xe, ..., Xk ~ Cl(d,b)

Rozdiel predstavuje kointegrujuci vektor B, lebo v pripade viacerych premennych
nie je jednoznacny. Pre k premennych totiz moze existovat’ az (kK — 1) linearne nezavislych
kointegrujucich vektorov. Pocet linedrne nezavislych kointegrujucich vektorov sa nazyva
hodnost’ou kointegracie.

2  KOINTEGRACIA A JOHANSENOVA PROCEDURA

Uvazujme vektorovo autoregresny model n premennych y: az yn, radu p
s deterministickymi ¢lenmi (konstanta, trend, ...) tvoriacimi maticu D¢ zapisany v Case t:

yt = q)])t + Hlyt-l + szt-Z ...t Hp-lyt-p+l + prt-p + Vt (2)
Odcitajme a pri¢itajme k pravej strane VAR modelu (2) vektor ITpyep+1:
Y = (I)Dt + Hlyt-l + szt-Z ...t (Hp-l + Hp ) Yipaa — HpAyt-p+l Tv,
Od¢itajme a pri¢itajme k pravej strane VAR modelu (2) vektor (ITp-1 + ITp)Ye-p+2:

y, =®D, +ILy, , +.. .+(11p_2 +I0, +Hp)yl_p+2 —(0,, 1) Ay, ., ~TL Ay, +Y

t
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Postupujme rovnakym spdsobom az k yr.1 a nakoniec od¢itajme od oboch stran VAR
modelu y:.1 a dostaneme vektorovy model s korekcnym clenom:

Ay, =®D +Qy, + @Ay +..+® Ay _,+® Ay . +v, vIN(OZ) ()

t?

pric¢om plati:

p
Q=—(1-T,-M,—...-M) a ® =->"TI, pre j=12,...,p-1
i=j+1
Ak st vSetky prvky y: integrované radu 1, potom st vietky Ayt j stacionarne. Ak si
prvky y: kointegrované, tak Qy: 1 je stacionarne a model (3) sa da konzistentne odhadnat’.

Dlhodobé vlastnosti systému charakterizuju vlastnosti matice Q.

» Ak sa hodnost’ matice Q rovna nula, potom vSetky prvky tejto matice st nulové.
V systéme (3) neexistuje korekény mechanizmus Qy:1 a ani dlhodoby vzt'ah.
Premenné nie st kointegrované a odhadovany VAR model by mal byt’ formulovany
pomocou prvych diferencii, ako:

Ay, =®D, +1L Ay, +ILAy, , +...+IL Ay, +v,, v,0N(0,X,)) 4)

resp. ako model (3) bez ¢lena QY.

> Ak sa hodnost’ matice Q rovnd n (plna hodnost’), vsetky jej riadky su linearne
nezavislé a vektorovy proces Y: je stacionarny, lebo vSetky premenné musia byt
integrované radu 0. Odhadovany VAR model by mal byt’ formulovany v povodnych
urovniach premennych, ako:

Y, =®D +ILy  +ILy, ,+..+ILy_+v, v,ON(0,X) (5)

> Ak sa hodnost’ matice Q rovna k, pricom 0 < k < n, potom jej riadky nie st linearne
nezavislé a maticu Q mézeme rozpisat’ v tvare Q = af’ ako stcin kointegrujiice;
matice P, ktorej stipce zodpovedaju vektorom kointegracie a matice prispdsobenia
a. Ak je yi~I(1), tak B'yt~1(0) ahodnost matice Q je uréena poétom
kointegrujucich vektorov, preto sa nazyva hodnost’ kointegracie. Odhadovany VAR

model by mal byt formulovany ako vektorovy model s korekénym ¢lenom, teda
model (3):

Ay, =®D +0f’y,, + @Ay +...+® Ay . +v, V,ON(0,X) (6)

t?

Problémom identifikacie v tomto type modelov je, Ze matice o a § nie st jedineéné.
Existuje viacero sucinov matic, ktoré splnaju kointegrujuci vztah. Parametre
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kointegrujucich vztahov nie su bez dalSich podmienok konzistentné, lebo pomocou
jednoduchej transformécie: o = aK* a ™ = KB' ziskame:

Q=aK'KB" =ap’

Identifikujice ohranicenia mézeme zaviest’ bud’ normalizaciou, ako je to obvyklé
V softvéri, ze prvi1 &ast’ B tvori zodpovedajuca jednotkova matica, teda BT = [k B (-],
alebo pomocou ohraniceni vyplyvajucich z teorie.

Johansen (1988) odvodil prezentované zavery o hodnosti matice €, navrhol zaroven
proceduru na zistovanie poctu kointegrujucich vektorov. T4 je zaloZend na tom, ze
hodnost’ matice sa rovna poctu jej nenulovych charakteristickych korenov. Procedura
odhadu postupuje takto:

> Pomocou informacénych kritérii, pripadne na zaklade d’alSich testov, ur¢ime rad p
vektorovo autoregresného modelu formulovaného v pévodnych trovniach.

> Odhadneme model, kde Ay: zavisi od Ayi1, AYeo, ..., AYrp+1 @ skonsStruujeme n-
rozmerny vektor Ro: rezidualov:

Ayt = GlAyt-l + Gszt-z Tt Gp—ZAyt-p+2 + Gp-lAyt—pﬂ TV,

> Nésledne odhadneme model, kde Yy: zavisi od Ay, Ay, ..., AYip+1
a skonstruujeme n-rozmerny vektor Ry rezidualov:

Y= HlAyt-l + Hszt-z ot Hp-ZAyt-p+2 + Hp-lAyt-p+l tW

t

> Povodny model (6) je ,,oCisteny* o vplyv deterministickych zloziek a model je
zredukovany na tvar:

— T
ROt - 0“[3 th +et
> Vypocitame $tyri matice suctov Stvorcov a suctov sucinov rezidualov:
T

T T
Soo ZT_lzROtRoﬂ Sol =T_1ZROtR1t’ SlO =T_1ZRHR0I’
t=1

=1 t=1
T

S11 = Tilz R,Ry
)

> Procedura je maximalizacia vierohodnostnej funkcie najskor vzhl'adom na a pri
konstantnom B a potom vzhl'adom na B. Pre a plati:

o = (BT SnB) ﬁT S,
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> Podmienené maximum vierohodnostnej funkcie vzhl'adom na B je:

L (ﬁ)-zn _

Maximalizacia vierohodnosti vzhladom na P znamend minimalizaciu tohto
determinantu a je ekvivalentna hl'adaniu charakteristickych hodné6t A, rovnice:

s00 - Smﬁ(ﬁTSnB)il !

78, — 8,188y | =0

1070001
Korenmi tejto rovnice je k kanonickych korelacii medzi Ro: a Rt

Pre n premennych moze existovat maximalne n charakteristickych hodnét. Ich
zoradenim ziskame klesajucu postupnost’ ﬁl > /iz >...> /‘Atn , ktorej zodpovedaju

charakteristické vektory v,,v,,...,v, . Ak premenné nie su kointegrované, hodnost’ matice

Q sarovna 0 a vSetky charakteristické korene st nulové. Vyraz In(1 — 4j) bude pre vSetky
korene nulovy. Ak sa hodnost’ matice Q rovna 1, jeden charakteristicky korei bude
0 < A1 <1, jemu zodpovedajuci In(1 — A1) bude zaporny a ostatné korene buda nulové.

Maximum vierohodnostnej funkcie ma (za predpokladu normalneho rozdelenia
nahodnych zloziek) tvar:

k
-2IT S
L(B) |Soo|H(1_/1])
j=1
Na testovanie Johansen (1991) navrhol dve zakladné $tatistiky koeficientov vierohodnosti.
Prvou Statistikou je test stopy (test lambda trace):

Ao (K) =T Z In(1-4,)

j=k+1
kde A ; predstavuje odhadnuté charakteristické korene, T reprezentuje pocet pozorovani

a preverujeme sekvenciu hypotéz:

Ho: k =0 oproti Hi: k> 1, ak Awace(K) je vd¢sia ako kritickd hodnota, nasledne
Ho: k < 1 oproti Hi: k> 2, ak Awace(K) je vacsia ako kriticka hodnota, az po
Ho: k <n— 1 oproti Hi: k = n, ak Awace(K) je vacsia ako kriticka hodnota.

Druhou Statistikou je test maxima (test lambda max):
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A (KK +1) =T In(1- 4,

Vv ktorej preverujeme sekvenciu hypotéz:

Ho: k = 0 oproti Hi: k = 1, ak Amax(K) je vécsia ako kriticka hodnota, nasledne

Ho: k < 1 oproti Hi: k = 2, ak Amax(K) je vécsia ako kriticka hodnota, az po

Ho: k < n— loproti Hi: k = n, ak Amax(K) je védcsia ako kriticka hodnota.

V oboch testoch sa testovanie kon¢i prvou nezamietnutou nulovou hypotézou.
Zodpovedajica hodnota k z nulovej hypotézy predstavuje pocet kointegrujucich vektorov.
V pripade, ak testy poskytuji rozdielne zavery, preferuje sa vysledok testu stopy.

Kritické hodnoty testov vSak zavisia aj od Specifikacie deterministickych zloziek
modelu, ktoré tvoria maticu Dx.

Ak st deterministické zlozky modelu (3), ktoré tvoria maticu Dt neohrani¢ené:

@D = po + put

Casovy rad Y moze mat’ kvadraticky trend a kointegrujuci vektor linearny trend.

Ay, =p, +pt+ oz[iTyt_1 +® Ay, +...+ <I)p_2Ayt_p+2 + (I)p_lAyt_p+l +v,

Ohranicenim parametrov po a p1 obmedzime trend podl’a poziadaviek. Rozliujeme
pat’ roznych pripadov:

1. ®D: = 0, ¢o znamena nepritomnost’ konstanty a model ma tvar:
Ayt = aBT yt-l + (DlAyt—l Tt q)p-ZAyt-p+2 + (I)p-lAyt-pﬂ + Vt (7)
Rady tvoriace vektor Ay neobsahuju konstantu ani linearny trend a rovnako tak

kointegrujtici vztah B'y; ma nulovy priemer.
2. OD: = po = apo, Co znamena ohranic¢entl konstantu a model ma tvar:

Ay, =a (BTyt-l P, ) @Ay, +...+ (I)p-ZAyt-p+2 + (I)p-lAyt-p+l TV, (8)
Rady tvoriace vektor Ay neobsahuji konstantu ani trend, ale kointegrujuci vzt'ah
B'y: méa nenulovy priemer.

3. ®D: = po, ¢o znamena neohranicent konstantu a model ma tvar:

AY, =p,+aB'y, , + @Ay, +...+ D LAY, o, TPAY, ., T, 9
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Rady tvoriace vektor Ay obsahujt konstantu ale nemajt linearny trend (rad y bude
mat linearny trend) a kointegrujiici vztah B'yr ma nenulovy priemer.
4. OD: = po + apst, €o znamena neohranicentl konstantu a ohraniceny trend:

Ay, =p, +a (BTyb1 + plt) +®Ay,, .. AP Ay, D Ay, T, (10)

Rady tvoriace vektor Ay obsahuji konstantu, no nemaju linearny trend, ale
kointegrujtici vztah B'y; ma nenulovy priemer a obsahuje aj linearny trend.
5. OD: = yo + pit, o znamena neohrani¢ent konstantu aj trend:

Ay, =p, +pt+af’y , +® Ay, +...+ @AY, o TPLAY L Y (11)

Rady Ay obsahuju linearny trend, ¢o znamena kvadraticky trend y a rovnako tak
kointegrujtici vztah B'y; obsahuje aj linearny trend.

3  APLIKACIA VEKTOROVEHO MODELU S KOREKCNYM
CLENOM

V tejto Casti si ukazeme postup vyuzivajuci vektorovy model s korekénym ¢lenom
(VEC model). Prezentovanou aplikaciou je testovanie parametrov Vramci odhadu
parametrov produkénej funkcie navrhnuté Szomolanyim a spoluautormi (2013), v ktorej
podrobne rozoberieme tuto trukturlnu analyzu pre Slovensko a Cesku republiku.

Szomolanyi so spoluautormi vychadzaju pri odhade parametrov produkénej funkcie
z ulohy firmy, ktora si vybera mnozstvo kapitalu a prace (ozna¢ime ich K a N), aby
maximalizovala svoj zisk. Podmienkou prvého radu pre pracu je, Ze sa mzda W rovna
marginalnemu produktu prace MPN:

w, = MPN, (12)
Szomolanyi so spoluautormi uvazuji CES produkénu funkciu v tvare:
1

Y= Al a(xK, ) +(1-a)(N,) | (13)

ktorej vstupmi st kapital a praca a v ktorej A je parameter celkovej produktivity faktorov.
Parameter y popisuje faktor substitucie, lebo ak sa y= 1, produk¢na funkcia je linearna
a vstupy sa daju dokonale substituovat’. Ak say = —o, vstupy sa nedaju substituovat’ a ak
sa y = 0, produk¢na funkcia je Cobbova-Douglasova. Parameter distribtcie o je z intervalu
od 0 po 1 a ur¢uje rozdelenie produkcie na podiely faktorov. Parametre « a v zavisia od
jednotiek, v ktorych su produkcia a vstupy merané, a nehraju ziadnu vyznamnu tlohu.

Autori predpokladaji, ze parameter produktivity rastie konstantnou mierou g:
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A = Ae" (14)
Marginalny produkt prace vyjadreny z CES produkénej funkcie (13) ma tvar:

1y

MPN, = A [a(KK‘ )7 +(1_a)(VNt )7}7 (1_a)VyNtyil

a po zlogaritmovani ho mézeme zapisat’ takto:
In(MPNt):In(A)+1_77/In(a(KKt)y+(1—a)(th)y)+In(l—a)+;/ln(v)+(y—l)ln(Nt) (15)
Priemerny produkt prace vyjadreny z CES produkénej funkcie (13) ma tvar:

Al a (kK. +(1—a)(th)7];

APN, = N
t

a po zlogaritmovani ho mézeme zapisat’ takto:
In(APN, )= In(/—\)+%ln(a(/cKt)7 +(1-a)('N) ) -In(N,) (16)

Spojenim vzt'ahov (15) a (16) ziskame vzt'ah medzi logaritmami marginalneho
a priemerného produktu prace:
In(MPN,)=In(1-a)+yIn(v)+yIn(A)+(1-y)In(APN,) ()]

v ktorom nahradenim MPN podl'a (12) a dosadenim (14) za A: ziskame $pecifikaciu:

In(w, )=/ + B In(APN, )+ Bt +u, (18)

Stochasticky &len uy spifia klasické predpoklady regresného modelu a obsiahne dopytové,
monetarne aj realne Soky. Jednotlivé parametre $pecifikacie (18) reprezentuju:

By=In(1-a)+yIn(v)+yIn(A)
Bi=1-y
Br=79
Logaritmicka $pecifikacia (18) je zial’ preidentifikovana, no napriek tomu poskytuje
niekol’ko doélezitych informacii o produkénej funkcii. Z parametra f; vieme vypoditat

elasticitu substitacie vstupov a urcit’ typ produkénej funkcie, ktory jej zodpoveda. Zaroven
z parametrov f1 a > vieme vypocitat’ priemernu mieru rastu produktivity g.

31



Martin Lukadik Vektorovo autoregresné modely s korekénym ¢lenom
Patrik Kupkovi¢
Martin Benkovi¢

Ked'ze pociatoéna podmienka (12) plati v nominalnych aj realnych jednotkach,
mobzeme analyzu realizovat’ v nominalnych aj realnych jednotkach. Pouzité premenné
HDP merané v beznych cenach a kompenzacie zamestnancov si nominalne, prevzaté
z portalu Eurostat (z jedného zdroja kvoli porovnatelnosti vysledkov oboch krajin) a boli
sezoénne ocistené Standardnou procedirou Tramo/Seats.

Prvym krokom celej analyzy je overenie stacionarity ¢asovych radov a v pripade
nestacionarity zistenie radu ich integracie. Specifikacia (18) vyuZiva len dve premenné
HDP a kompenzacie zamestnancov. Na testovanie sme vyuzili rozsireny Dickeyho-
Fullerov test a vysledky potvrdili integraciu radu 1 pre vSetky rady pouzité pri analyze.

Na testovanie kointegracie sme aplikovali vysvetl'ovanu Johansenovu procediru so
Statistikami lambda trace a lambda max. Dovodom jej pouzitia je moznost’ testovat
parametre dlhodobého vztahu. Kointegraénej Specifikacii (18) zodpoveda Stvrta schéma
deterministickych zloziek (10). Kvoli moznosti testovat’ vyznamnost' parametra f> pri
trende pomocou Statistiky koeficientu vierohodnosti (ktora vyzaduje odhad modelu
s aplikovanou hypotézou aj bez nej) sme odhadovali aj tretiu schému deterministickych
zloziek (9). V pripade nezamietnutia hypotézy o vyznamnosti parametra pri trende sa da
vypocitat’ priemerna miera rastu produktivity g = /(1 — p1).

Ak sa hypotéza 0 vyznamnosti parametra pri trende zamietne, teda ak £ =0,
Szomoléanyi so spoluautormi pokracuju v testovani hypotézy f1 = 1. Ak nezamietneme tato
hypotézu, tak plati y = 0, elasticita substittcie vstupov je jednotkova a podiel prace (1 — o)
sa vypocita ako e’ a podiel kapitalu o je zvy$ok do jednej. Zaroveii tym potvrdime, Ze
Cobbova-Douglasova produkéna funkcia je vhodna na opis produkénych moznosti
skimanej ekonomiky auz nie je treba uvazovat produként funkciu s konStantnou
elasticitou substitucie (CES), z ktorej vychadza cela ivaha.

Aplikovanie Johansenovej procedury je spojené s vektorovymi modelmi. Pri ich
vybere musime zohl'adnit’ rozhodnutia 0 maximalnom oneskoreni modelu, overit stabilitu
modelov a zarover testovat rezidualy. Testy prezentuje Liitkepohl (2005). Rozhodovanie
o oneskoreni systému ul'ah¢uji informacné kritéria, medzi ktorymi obvykle preferujeme
Schwarzovo kritérium (SC) alebo Akaikeho informacné kritérium (AIC).

Overenie stability pri modeloch VAR vychadza z nutnej podmienky, aby vSetky
korene polynému operatora oneskorenia lezali mimo jednotkového kruhu mnoziny
komplexnych ¢isel (inverzné korene vypocitavané softvérom by mali lezat’ vnutri tohto
kruhu). Pri modeloch VEC z vlastnosti kointegra¢nej matice vyplyva, ze v systéme n
premennych, v ktorom je k kointegrujicich vztahov, vystupuje (n—K) linearne
nezavislych spolo¢nych trendov, apreto musi systém obsahovat’ prave (n-—
k) jednotkovych korenov.

Ked’ze zavery sa v pripade Slovenska a Ceskej republiky odliguja, postup analyzy
a jednotlivé vystupy a vypocty oddelime pre kazda krajinu zvlast.
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3.1 Vysledky ziskané pre Slovensko

Pociatoénym rozhodnutim pri vektorovom modeli je rozhodnutie 0 maximalnom
oneskoreni modelu, ktoré sa nasledne overuje testami rezidualov. Spolu s Johansenovym
testom tvoria podstatnu Cast’ pre vyber vhodného modelu uréeného na testovanie.

Tabulka 1:  Informacné kritéria pre vyber radu vektorového modelu
VAR Lag Order Selection Criteria

Lag LogL LR FPE AIC SC HQ
0 329.4084 NA 1.95e-07 -9.773384  -9.707572 -0.747342
1 340.4574  21.10868*  1.58e-07* -9.983804* -9.786369* -9.905679*
2 342.9635 4.638141 1.65e-07 -9.939210  -9.610151 -9.809001
3 343.2092 0.439963 1.85e-07 -9.827140  -9.366458 -9.644847

4 347.9598 8.224941 1.81e-07 -9.849546  -9.257241  -9.615169
* indicates lag order selected by the criterion Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

VSetky informaéné kritéria z tab. 1 odporac¢aji maximalne 1 oneskorenie. Ked'ze
analyzujeme vzt'ah 2 premennych, mdze existovat’ maximalne 1 kointegrujlici vztah.
Preto odhadneme model VEC s jednym kointegrujicim vztahom a maximalne s jednym
oneskorenim.

Tabulka 2:  Skrateny zapis odhadnutého modelu VEC

Vector Error Correction Estimates
Standard errors in () & t-statistics in [ ]

Cointegrating Eq: CointEql Error Correction: D(LOG(W)) D(LOG(Y))
LOG(W(-1)) 1.00000 CointEql -0.370653 -0.150499
LOG(Y(-1)) -1.01212 (0.09275) (0.09049)

(0.08243) [-3.99640] [-1.66320]

[-12.2780] D(LOG(W(-1))) 0.162661 0.303976

@TREND 0.002794 (0.14313) (0.13964)
(0.00215) [1.13649] [2.17686]

[1.29652] D(LOG(Y(-1))) 0.093628 -0.004491

C 0.953645 (0.17714) (0.17282)
[0.52856] [-0.02599]

C 0.015927 0.015554

(0.00401) (0.00392)

[3.96731] [3.97109]

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Z odhadnutého modelu vtab. 2 vidime, Ze parameter pri trende bude
pravdepodobne nevyznamny, ale skor ako potvrdime tento zaver testom koeficientu
vierohodnosti, preverime stabilitu modelu, testujeme normalitu rezidualov a pritomnost’
autokorelacie. Testovany model spiiia podmienku stability, ako vidime v tab. 3 obsahuje
prave jeden jednotkovy koren (splnend podmienka ich po¢tu rovnajicasan—k =2 —1).
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Tabulka 3:  Overovanie podmienky stability
Roots of Characteristic Polynomial

Root Modulus
1.000000 1.000000
0.830766 0.830766
0.249759 0.249759
-0.14069 0.140686

VEC specification imposes 1 unit root(s).
Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Tabulka 4:  Testovanie autokorelacie a portmanteau test

VAR Residual Serial Correlation LM Tests |Residual Portmanteau Tests for Autocorrelations
Null: no serial correlation at lag order h Null: no residual autocorrelations up to lag h
Lags LM-Stat Prob Lags Q-Stat Prob. AdjQ-Stat Prob. df

1 8.805894 0.0661 1 048320 NA* 0.4902 NA* NA*
2 1.516338 0.8237 2 1.89348 0.9655 1.94196 0.9630 7
3 1.814769 0.7698 3 3.67543 0.9785 3.8037 0.9753 11
4 9.138556 0.0577 4 135219 0.5621 14.2469 0.5069 15

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

V testovanom modeli nie je vyznamna autokorelacia rezidualov. SkuSané
zvySovanie maximalneho oneskorenia nijak nezmenilo dosiahnuté zavery tohto modelu.

Tabul’ka 5: Testovanie normalneho rozdelenia rezidualov
VEC Residual Normality Tests

Component  Skewness Chi-sq df Prob.
1 -0.00354  0.000146 1 0.9904
2 0.070184  0.057468 1 0.8105
Joint 0.057614 2 0.9716
Component Kurtosis Chi-sq df Prob.
1 3.70797 1.461896 1 0.2266
2 2.926238  0.015869 1 0.8998
Joint 1.477765 2 0.4776
Component Jarque-Bera df Prob.
1 1.462042 2 0.4814
2 0.073337 2 0.9640
Joint 1.535378 4 0.8204

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Rezidualy z oboch rovnic modelu maji normalne rozdelenie. Deterministicky trend
Vv kointegrujicom vztahu by mal byt potvrdeny aj Johansenovym testom a zavermi
ziskanymi z lambda trace a lambda max S$tatistiky. Vysledky z tab. 6 ukazujua, Ze medzi
tymito nestacionarnymi premennymi nie je kointegrujuci vztah podla schémy (10).
Napriek tomu odhadneme tento model aj podl'a schémy (9) a parameter testujeme.
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Tabulka 6:  Johansenov test kointegracie schémy (10)
Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.
None 0.211423 23.35360 25.87211 0.0997

At most 1 0.091625 6.726829 12.51798 0.3739
Trace test indicates no cointegration at the 0.05 level
Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)

Hypothesized Max-Eigen 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.
None 0.211423 16.62677 19.38704 0.1204

At most 1 0.091625 6.726829 12.51798 0.3739
Max-eigenvalue test indicates no cointegration at the 0.05 level
Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Test ohranic¢enia f> = 0 si v programe vyZaduje zadat’ aj normaliza¢né ohranicenie,
Ze parameter pri logaritme odmien sa rovna 1. Vysledok testu koeficientu vierohodnosti
0,9952 v tab. 7 potvrdil, Ze nembéZeme zamietnut’ nulovi hypotézu, Ze koeficient pri
deterministickom trende > = 0. Tym sme vlastne nepriamo odhadli $pecifikaciu (9).

Tabulka 7:  Skrateny zapis odhadnutého modelu VEC s testom f>, =0

Vector Error Correction Estimates

Cointegration Restrictions:  B(1,1)=1, B(1,3)=0
Convergence achieved after 2 iterations.
Restrictions identify all cointegrating vectors

LR test for binding restrictions (rank = 1):

Chi-square(1) 0.995222
Probability 0.318469
Cointegrating Eq: CointEql Error Correction: D(LOG(W)) D(LOG(Y))
LOG(W(-1)) 1.00000 CointEql -0.381890 -0.209967
LOG(Y(-1)) -0.906093 (0.09430) (0.09054)
(0.01337) [-4.04954] [-2.31896]
[-67.7648] D(LOG(W(-1))) 0.206668 0.338748
@TREND 0.000000 (0.14451) (0.13875)
C 0.097491 [1.43008] [2.44139]

D(LOG(Y(-1))) 0.079176 -0.057224
(0.17790) (0.17081)
[0.44505] [-0.33501]
C -0.381890 -0.209967
(0.09430) (0.09054)
[-4.04954] [-2.31896]

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Alebo inak, keby sme v programe priamo odhadli Specifikaciu (9), ziskany vystup by
sa od uveden¢ho lisil iba v tom, Ze by v kointegrujlicej rovnici nebol uvedeny @TREND
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apri iom ohrani¢end hodnota parametra na 0. OhraniCenia v tomto type modelov
analyzuje Johansen (1995). V pripade tejto deterministickej Specifikacie aj Johansenov test
zobrazeny v tab. 8 potvrdil prostrednictvom oboch testov lambda trace aj lambda max
testu 1 kointegrujuci vektor.

Tabul’ka 8:  Johansenov test kointegracie schémy (9)
Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05

No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.
None * 0.200131 15.63848 15.49471 0.0476
At most 1 9.91E-05 0.006935 3.841466 0.9331

Trace test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)

Hypothesized Max-Eigen 0.05

No. of CE(s) Eigenvalue  Statistic Critical Value Prob.
None * 0.200131 15.63155 14.26460 0.0302
At most 1 9.91E-05 0.006935 3.841466 0.9331

Max-eigenvalue test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Test ohrani¢enia £, = 1 sa Vv programe musi zadat’ s opa¢nym znamienkom, tak ako
parameter vystupuje v kointegrujiicom vektore a nie v rovnici. Samozrejme opat’ musi byt
pridané normalizacné ohraniCenie, ktoré¢ ako sme videli aj v predo$lom pripade, nevplyva
na pocet stupnov vol'nosti testovace;j Statistiky.

Tabulka 9:  Skrateny zapis odhadnutého modelu VEC s testom 1 =1
Vector Error Correction Estimates
Cointegration Restrictions:  B(1,1)=1, B(1,2)=-1
LR test for binding restrictions (rank = 1):

Chi-square(1) 13.53171
Probability 0.000235
Cointegrating Eq: CointEqgl Error Correction: D(LOG(W)) D(LOG(Y))
LOG(W(-1)) 1.00000 CointEql -0.079124 -0.040668
LOG(Y(-1)) -1.00000 (0.05629) (0.05080)
C 0.946141 [-1.40571] [-0.80055]

D(LOG(W(-1))) 0.121511 0.290766
(0.15756) (0.14220)

[0.77120] [2.04475]

D(LOG(Y(-1))) 0.337576 0.087268
(0.18117) (0.16351)

[1.86335] [0.53373]

C 0.011230 0.013737
(0.00418) (0.00377)

[2.68628] [3.64079]

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews
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Vysledok testu koeficientu vierohodnosti 13,53 v tab. 9 ukazal, ze mozeme
zamietnut' nulova hypotézu, ze koeficient 1 = 1. Uvedeny zdver znamend, Ze na
Slovensku nemame jednotkovu elasticitu substitiicie vstupov a Cobbova-Douglasova
produkéna funkcia nie je vhodna na opis produkénych moznosti hospodarstva na
Slovensku.

3.2 Vysledky ziskané pre Ceskii republiku

Postup zopakujeme aj pre Cesku republiku. Spociatku sa opakujii zavery zo
Slovenska, preto zobrazujeme iba odhady modelov a testovanie parametrov dlhodobych
vzt'ahov.

Tabulka 10: Skrateny zapis odhadnutého modelu VEC
Vector Error Correction Estimates

Cointegrating EQ: CointEql Error Correction: D(LOG(W)) D(LOG(Y))
LOG(W(-1)) 1 CointEql -0.553822 -0.360809
LOG(Y(-1)) -1.006992 (0.14354) (0.17674)

(0.06099) [-3.85833] [-2.04147]

[-16.5104] D(LOG(W(-1))) 0.004057 0.269248

@TREND -0.000178 (0.16002) (0.19704)
(0.00126) [0.02536] [1.36647]

[-0.14143] D(LOG(Y(-1))) 0.23851 -0.091018

C 0.958739 (0.18340) (0.22582)
[1.30049] [-0.40305]

C 0.017624 0.018079

(0.00271) (0.00334)

[6.49783] [5.41354]

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Az pri testovani ohraniCenia f1 =1 dochadza k odlisnému zaveru medzi
Slovenskom a Ceskou republikou, lebo hypotézu na zaklade hodnoty koeficientu
vierohodnosti 2,004 nemézeme zamietnut’. Uvedeny zaver znamena, 7e v Ceskej republike
je jednotkova elasticita substitucie vstupov a Cobbova-Douglasova produkéna funkcia je
vhodna na opis produkénych moznosti ceského hospodarstva.
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Tabulka 11: Skrateny zapis odhadnutého modelu VEC s testom £, = 0

Vector Error Correction Estimates

Cointegration Restrictions:  B(1,1)=1, B(1,3)=0
Convergence achieved after 2 iterations.
Restrictions identify all cointegrating vectors

LR test for binding restrictions (rank = 1):

Chi-square(1) 0.021371
Probability 0.883773
Cointegrating Eq: CointEqgl Error Correction: D(LOG(W))  D(LOG(Y))
LOG(W(-1)) 1.00000 CointEql -0.556852 -0.365993
LOG(Y(-1)) -1.015514 (0.14394) (0.17719)
(0.00877) [-3.86865] [-2.06551]
[-115.784] D(LOG(W(-1))) 0.002981 0.270028
@TREND 0.000000 (0.15977) (0.19668)
C 1.037658 [0.01866] [1.37296]

D(LOG(Y(-1))) 0.233735 -0.096397
(0.18387) (0.22634)
[1.27123] [-0.42589]
C 0.017766 0.018186
(0.00272) (0.00335)
[6.53322] [5.43282]

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews

Tabulka 12: Skrateny zapis odhadnutého modelu VEC s testom f1 =1

Vector Error Correction Estimates

Cointegration Restrictions:  B(1,1)=1, B(1,2)=-1
Restrictions identify all cointegrating vectors

LR test for binding restrictions (rank = 1):

Chi-square(1) 2.004028
Probability 0.156882
Cointegrating Eq: CointEql Error Correction: D(LOG(W)) D(LOG(Y))
LOG(W(-1)) 1.00000 CointEql -0.444749 -0.315677
LOG(Y(-1)) -1.00000 (0.11959) (0.14565)
C 0.882159 [-3.71898] [-2.16731]

D(LOG(W(-1))) -0.042654 0.251132
(0.15703) (0.19126)

[-0.27162] [1.31306]

D(LOG(Y(-1))) 0.293329 -0.074768
(0.17853) (0.21744)
[ 1.64301] [-0.34385]

C 0.017377 0.018046
(0.00272) (0.00331)

[6.38735] [5.44628]

Zdroj: Vlastné vypocty v EViews
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Zaroven vieme z modelu zo vztahu fo = In(1 — &) vypocitat’ podiel prace (1 — ),
ktory sa rovna e/ =g 088215 =0 4139, Dopocitanim do 1 ziskame podiel kapitilu
o = 0,5861. Pripominame, Ze vo vypise z programu su vsetky parametre s vynimkou
normaliza¢ného parametra v kointegrujucej rovnici zapisané s opaénym znamienkom, tak

ako vystupuju v kointegrujucom vektore.

Szomolanyi so spoluautormi pokracovali v analyze Cobbovej-Douglasovej
produkénej funkcie, kde vyuzili analogicku linearnu $pecifikaciu. Szomolanyi (2014) sa
problematikou zaoberal aj d’alej, pricom poukazal na rozne spdsoby normalizacie
produkénej funkcie s konstantnou elasticitou substittcie.

Zaver

V ¢lanku boli prezentované modely, ktoré vyuzivaji kointegraciu nestacionarnych
¢asovych radov, teda vektorové modely s korekénym ¢lenom (VECM) a tym sme doplnili
vektorovo autoregresné modely a $trukturalne vektorovo autoregresné modely, ktoré boli
prezentované v predchadzajucich ¢lankoch tohto ¢asopisu.

Okrem teoretického vysvetlenia prezentujeme postup analyzy tohto typu modelu na
konkrétnom priklade analyzy Struktury skumajucej parametre produkcnej funkcie
s konstantnou elasticitou substiticie na Slovensku a v Ceskej republike za obdobie rokov

1995 az 2012. Tento priklad vysvetluje vztah medzi jednotlivymi deterministickymi
schémami, medzi ktorymi si analytik vzdy musi vyberat’ pri praci s tymito modelmi.

Vektorové modely s korekénym ¢lenom predstavuju silny nastroj umoziiujuci
analytikom modelovat’ spravanie ekonomickych premennych, v ktorom sa jedine¢ne spaja
kratkodobé a dlhodobé spravanie premennych. Takuto mozZnost’ sice ponukaju aj
jednorovnicové modely s korekénym ¢lenom ziskané v dvojkrokovej procedire Engla
a Grangera, ale tie neumoziuju testovanie parametrov dlhodobej rovnovahy, ktoré st asto
kI"aové a takisto neumoziiujt ani si¢asne modelovat’ viacero dlhodobych vztahov. A ako
ukazali Lukacik so spoluautormi (2007), vektorové modely s korekénym ¢lenom st
zarovei aj vybornym nastrojom na prognézovanie.

Kruacéové slova

vektorové modely s korekénym ¢lenom, kointegracia, Johansenova procedura, test
koeficientu vierohodnosti, produk¢énd funkcia s konStantnou elasticitou substitiicie,
Cobbova-Douglasova produkéna funkcia
Klasifikacia JEL

C32, C50
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RESUME

VEC modely ako modely patriace medzi VAR modely maji vyhodu oproti
tradi¢nym rozsiahlym makroekonomickym modelom v tom, Ze ich vysledky nie su skryté
v komplikovanych konstrukciach, ale su 'ahko dostupné a interpretovatelné. Vyznam
vektorovych modelov s korekénym ¢lenom je v sucasnej ekonometrii nespochybnitel'ny,
preto je v tomto ¢lanku prezentovana ich metodologia a zaroven aj aplikacia poukazujica
na ich vSestranné vyuzitie pri ekonomickych analyzach.
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SUMMARY

The VEC models as models belonging to the VAR models have the advantage over
traditional large-scale macroeconomic models in that the results are not hidden by a large
complicated structure, but are easily available and interpreted. The importance of the
vector error correction models is in currently econometrics indisputable, so this paper
presents the methodology and also the application showing their versatility in the
economic analysis.
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