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Uvod

Na vyjadrenie rozdelenia celkovej Skody existuje v ramci aktuarskych technik
mnozstvo postupov —numerické, aproximativne, simula¢né a rekurentné. V prispevku sa
budeme teda venovat prave poslednej uvedenej metdde rekurentnym vztahom, ktoré napr.
oproti vyuzitiu konvolucii disponuju zna¢nou efektivitou vypoctu. Rekurentné vztahy a
ich vyuzitie v aktuarskej oblasti, ich vyvoj, triedy, tskalia pouzitia méZeme najst’ vo
viacerych publikdciach. Za hlavného priekopnika v tejto oblasti povazujeme kanadského
aktuara H. H. Panjera (1981). V dosledku Panjerovych publikacii sa rekurentnymi
vztahmi v aktuarskej oblasti zacalo zaoberat’ mnoho d’alsich autorov.

Vytvaranie programovych aplikacii (nakol’ko numerické manualne rieSenie je
znacne naro¢né) s vyuzitim rekurentnych vzt'ahov, napriklad v prostredi MS Excel (VBA)
tieZ nie je jednoduché. Prispevok je teda zamerany na ukazku vypoctu pravdepodobnosti
rozdelenia celkovej Skody v prostredi jazyka R. R je voI'ne dostupny (open source) jazyk
vyuzivany najmi v akademickej a vedeckej sfére. Ide o program, Specializovany
predovSetkym na Statistické vypocty, kde v Standardnej distribucii, popripade
v podpornych balickoch (packages) je implementované velké mnozstvo pokrocilych
Statistickych funkcii. Rovnako moéze pouzivatel’ vytvarat’ vlastné programy s vyuZzitim
programovacej funkcionality tohto jazyka. V kontexte s ciel'om prispevku sme obmedzili
vysvetlovanie zakladnej tedrie v tvodnych Castiach prispevku na minimum.

1 PANJEROVE REKURENTNE VZTAHY PRE POCET SKOD

Ak pocet $kod sa riadi diskrétnym rozdelenim s nezdpornymi celociselnymi
hodnotami patriacimi do triedy, ktort Panjer oznatil (a, b, 0). Pravdepodobnostna

funkcia p,, (n) je potom vyjadrend pomocou Panjerovho vzt'ahu pre pocet $kod

pN(n)z(a+éij(n—l), n=1,273,.. (D
n

ak existuju konstanty a, b € R, pri¢om zaciato¢na hodnota pre rekurentny vypocet hodnot
nahodnej premennej N opisujucej pocet $kod je hodnota p, (0), p,(0)>0. Jediné
diskrétne rozdelenia, nadobuidajuce nezaporné celociselné hodnoty, ktoré vyhovuju vztahu
(1) su Poissonovo, binomické, negativne binomické rozdelenie a jeho Specialny pripad
geometrické rozdelenie. Napriklad konsStanty a, b, ak N ~ Po(1) , odvodime na zdklade
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porovnania dvoch po sebe idacich hodnét pravdepodobnostnej funkcie Poissonovho
rozdelenia. A dostavame (pre dokaz vid’ [3])

a=0,b=A1
2 PANJEROVE REKURENTNE VZTAHY PRE CELKOVU SKODU

Panjerov rekurentny vztah, vyjadrujtci zlozené rozdelenie celkovej Skody, mozno
vyuzit, ak pocet §kod sa riadi diskrétnym rozdelenim, ktoré patri do jednotlivych tried
vyhovujucich Panjerovmu rekurentnému vzt'ahu, ktoré sme uviedli v Casti 1 a individualna
vyska Skody je tiez diskrétna ndhodnéd premenna (ozna¢me X) s pravdepodobnostnou
funkciou p, (x).

Ak pre nahodnt premennt popisujucu celkovi skodu S, plati

S =X X, 2)

potom vzt'ah pre pravdepodobnostni funkciu rozdelenia celkovej skody pg(x)ma tvar
(podra [3])

po) = (D (e +Z)pe (0 pstx— ) ®

Vztah (3) je Panjerov rekurentny vztah na vypocet funkénych hodndt
pravdepodobnostnej funkcie zlozené¢ho rozdelenia s poctom $koéd vyhovujicim
rozdeleniam patriacich do triedy (a, b, 0) s po¢iatoénou podmienkou

25(0) = p(0) + 3, par(n) - 2 (0) @

Ak N ~ Po(l ) potom vzt'ah (3) ma tvar

S "
=) () px®)pslc— k) (s)
k=1
a pre pociatocnu podmienku plati

Ps (O) = e_l (6)
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3  PRAKTICKA UKAZKA VYUZITIA PANJEROVYCH
REKURENTNYCH VZTAHOV

Uvazujme situaciu, ze pocet $kod sa riadi Poissonovym rozdelenim N ~ Po(4)
a vySka individualnej vysky s$kody (v modelovych jednotkach) je dana
pravdepodobnostnou tabul’kou

X 1 2 3 )

p.(x) 025 [050 [025 |1

Uréme zlozené Poissonovo rozdelenie S ~ CoPo(4; p,(x)) s vyuzitim vztahu (5).

Ak N ~ Po(4) potom pre konStanty a a b plati
a=0,b=1=4
Potom pre prvé Styri hodnoty pravdepodobnostnej funkcie rozdelenia celkovej skody
Ps(x) plati
p.(0)=¢"*=0,01832

P =4 p.()-p.(0)= 4&- 0.01832= 001832

2 (4-k
p:(2)= Z{T]Px (k)-ps(2—k) =

k=1 -

'p,ru)'ps(]-:'"'%'p_r(z)'ps(oj=

-0,01832 =

[ Rl S [ SNy G N

1
.—.0,01832+
4

k2| oo
[

-0,01832+2-0.01832=0.04579

3 f

3= Zﬂi}-m (k) ps(3—k)=..=0,057%9

k=1 E

a tak d’ale;j.

&9



Michal Pales Panjerove rekurentné vztahy v prostredi jazyka R

4 REALIZACIA VYPOCTU V JAZYKU R

Na vypocet sumy vo vztahu (5), by sme mohli pouzit’ cyklus, ale pretoze R je
interpretovany jazyk, je vhodné ,,vektorizovat™ vypocty a tak nahradit’ cyklus funkciou
sum. Pri numerickom vypocte, podla vztahu (5), sme si mohli vSimnut’ opakujuce sa
hodnoty A/x, ktoré vlastne ovplyviiuju tri vektory

@...,m)
(pX(l)a“'J px(m))
(pS(x' 1)9"'9ps(x' m))

kde m= min {x,r}, priCom 7 je maximélny index pre ktory p,> 0. Program pre

vyuzitie Panjerovych rekurentnych vztahov v situdcii, ktord je definovana prikladom
uvedenym v predchadzajucej Casti prispevku, mdézeme pisat’ nasledovne

Panjer.Poisson <- function (p, lambda)

{ if(sum(p)>1]lany(p<0)) stop("p parameter not a density")
if (lambda * sum(p) > 727) stop ("Underflow")

cumul <- f <- exp(-lambda * sum(p))

r <- length (p)

x <=0

repeat

{ x <= x+1
m <- min(x, r)
last<-lambda / x * sum(l:m * head(p,m) * rev(tail(f,m)))
f <- c(f,last)
cumul <- cumul + last
if (cumul > 0.99999999) break }

return(f) }

Panjer.Poisson(c(0.25,0.5,0.25), 4)

pp <- Panjer.Poisson(c(0.25,0.5,0.25), 4)

Pri pisani programu sme ponechali ekvivalenty pri definovani objektov
a pomocnych textov v anglickom jazyku. Z dovodu oznacenia pravdepodobnostnych

funkcii p, (x), ps(x) anaslednej nejednoznacnosti bez uvedenia dolnych indexov, sme

tieto oznadili ako p, f .
Syntax programu vypise preddefinované chybové hlasenie v pripade ak

Zpy(x)>T1resp. p,(x)<0
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Oznacenie lambda = A, priCom hodnota parametra 4 nemdze byt prili§ vysoka.
Vypoctovy problém (oznacovany v angl. ako underflow; ,,pretecenie*) v oblasti stanovenia
hodnoty parametra A nastava (v Standardnych systémoch MS Windows), ak

Al— p (0)) = 727

nakol’ko hodnota p(0) je potom prili§ mala. R vyuziva pri vypoctoch 64-bit presnost’, ale
pri systémoch s 80-bit mozno uvaZovat pri analyze portfolia aj s parametrom A= 11340,
kde pogiato¢na hodnota p,(0)= 10, V star§ich programovacich jazykoch (48-bit)
tento problém uz vznikal, ak A(1 — px (0)) > 88. Napriklad pre n rozmerné portfolia
zivotného poistenia (ak p,, (0)= 0,005) dochadza k tomu javu,ak n = 17600 . S tymto

problémom sa mozno vysporiadat vyuzitim kompilovaného externého kodu, ktory
vyuziva rozsirenie pre spresnenie vypoctov. Tento sposob mdze napriklad pomoct’
eliminovat numerickl nestabilitu pri zloZenom binomickom rozdeleni (viac vid’
problematika nestability rekurentnych vzt'ahov zloZzeného binomického rozdelenia).

Vstupné hodnoty (pravdepodobnosti p, (x)a parameter A ) pouzivatel' zadava

ako argument funkcie Panjer.Poisson(...). Objekt pp potom definuje vysledok riesenia a
teda predstavuje vektor, ktorého zlozky su jednotlivé hodnoty pravdepodobnostnej

funkcie p(x), teda

Ds = (ps 0), ps (D)., Pg (W))

pri¢om pre w plati

ps(0) +ps(D)+..+ ps(w) >1—-107°

Pre vystup konkrétnej hodnoty x moézeme vyuzit’ zapis pp[x], pricom plati pp[1]= p,(0),
a tak d’alej. Potom pre hodnoty pp[1] az pp[4]dostavame vysledok identicky s vypoctom
v Casti 3, a to

0.01831564, 0.01831564, 0.04578910, 0.05799952

Je zrejmé, ze vysledkom funkcie sum(pp)je hodnota 1. Graf rozdelenia pravdepodobnosti
celkovej Skody dostavame po zadani prikazu plot(pp, xlab="Hodnota*), vid’ obrazok 1.

Vypocet hodndt pravdepodobnosti zlozeného rozdelenia celkového poctu skod
mozno komparativne ur¢it aj pomocou inych metéd — napriklad pomocou rychlej
Fourierovej transformacie. Na vypocet je mozné rovnako vyuzit' prostredie jazyka R,
ktory tu disponuje zabudovanou funkciou fft. Vypocet s vyuzitim rychlej Fourierovej
transformacie sa tym stava v mnohych pripadoch jednoduchsi a celkovo dynamicke;jsi ako
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pri vyuziti Panjerovych rekurentnych vzt'ahov. Problematika vypoctu si vSak vyzaduje
naStudovanie pokrocilého teoretického aparatu.

Obrazok 1: Graf pravdepodobnostnej funkcie p(x)
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Panjerov rekurentny vzt'ah sa vyuziva najmé v pripade ak pocet $kod sa Standardne
riadi vyhovujicim diskrétnym rozdelenim triedy, pricom nahodna premenna individualna
vyska Skody je diskrétna. Zvycajne je v tomto pripade urcena pravdepodobnostnou
tabul’kou bez Specifikacie rozdelenia tzn. ku kazdej hodnote individualnej vysky skody je
priradena pravdepodobnost’. V pripade, Zze vyska Skody sa riadi konkrétnym spojitym
rozdelenim pravdepodobnosti s prislusnymi parametrami vyuziva sa napriklad metoda
diskretizacie spojitej individualnej vysky Skody. Vypocet hodnot pravdepodobnostnej
funkcie rozdelenia celkovej Skody pomocou Panjerovych vztahov je vel'mi ucinné a jeho
vyznam v aktuarskych vypoctoch ho stavia na popredné miesto (pozornost’ je potrebné
venovat’ tieZ stabilite tychto algoritmov). Metoda vypoctu, aj napriek tomu, ze ma vyhodu,
ze netreba priamo pocitat’ konvoltcie, si vyzaduje pocitacovu realizaciu. Tu sme vyuzili
a popisali jazyk R ako G¢inny nastroj pre tito realizaciu a rovnako sme uviedli aj viaceré
uskalia, ktoré mézu pri programovani resp. vypocte nastat’.

KPucové slova

jazyk R, aktuarske analyzy, teoria rizika v poisteni, rekurentné vzt'ahy, Panjerove
rekurentné vztahy
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RESUME

Matematicko-Statistické modely su délezitym nastrojom analyzy poistnych rizik a
vyznamne podporuju vsetky procesy v tvorbe vyvoja produktov v komerénych
poistovniach. S rimcom smernice Solvency Il sa teoria rizika stdva délezitym nastrojom
pre tvorbu aktuarskych modelov, ktoré st opornym prostriedkom pre manazment
poistovni. Zavadzanie r6znych modelovacich technik otvara Siroké moznosti aplikacie
postupov a metod teodrie rizika, a to najmé vyuzitie pravdepodobnostnych rozdeleni v
poistovnictve individudlnych poistnych plneni a nasledne celkovej skody, v stuvislosti s
tvorbou poistnych modelov s podporou vypoctovej techniky. Prispevok prezentuje
programovu aplikaciu v jazyku R, ktord moéze byt vyuzitd pre vypocet hodnot
pravdepodobnostnej funkcie rozdelenia celkovej Skody, ak pocet $kod ma napr.
Poissonovo rozdelenie s danym parametrom a individualna vyska skody je diskrétna dana
pravdepodobnostnou tabul’kou, s vyuzitim Panjerovych rekurentnych vztahov. Uviedli
sme odvodené Panjerové rekurentné vztahy pre pocet §kod aj celkovi skodu danej triedy.
Tieto vzt'ahy aplikujeme najskor pre ukazku manualneho vypoctu a nasledne pomocou
napisan¢ho programu v jazyku R. Rovnako sa zaoberame vypoctovymi obmedzeniami,
ktoré su s touto problematikou spojené. Vytvorenie kvalitného a spol'ahlivého aktuarskeho
modelu (scenara), opierajuceho sa o pevny matematicko-Statisticky zaklad, mdze
poist'ovni zabezpecit’ zna¢nu konkurenéni vyhodu pri tvorbe nového produktu. Najst’ viak
presny model rozdelenia pravdepodobnosti celkovych $kdd pri roznych druhoch poistenia
je Casto komplexnd a naro¢na tloha. Preto je dolezité snazit’ sa hl'adat’ jednoduchsie
metddy a v ¢o najvacsej miere zapajat’ do tohto systému vypoctovi techniku. Jednym z
takychto zjednoduseni, ako sme ukazali, je aplikacia Panjerovych rekurentnych vzt'ahov
a jazyka R.
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SUMMARY

Mathematical-statistical models are important tools for analysis of insurance risk.
With Solvency 1l project, the risk theory becomes an important tool for the creation of
insurance models. Implementation of various modelling techniques opens up wide
possibilities of application procedures and methods of risk theory, mainly use of
probability distribution in the individual risk model and then collective risk model in
connection with the generation of insurance models to support computer technology. The
aim of paper is presentation of application in R language. It can be used to calculate a
probability distribution of total claim consider a compound Poisson distribution with
parameter lambda and individual claim is discrete with implementing Panjer’s recursion.
We introduced derived relations for the number of claims and the total claims. Recursions
apply for manually calculation at first and then for calculation with written program in
language R. Further discuss about computational constraints that are associated with
Panjer’s recursion. Creating a significant and reliable actuarial model (scenario), based on
a solid mathematical and statistical apparatus, can be providing a significant competitive
advantage in the development of new product for insurance company. Find the exact
model of the probability distribution of the total claims in different types of insurance is
complex and challenging task. It is important to apply easier methods and use PC systems.
We showed the application and connection Panjer’s recursion and language R.
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