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POUZITIE VYTVARAJUCICH FUNKCII PRI ANALYZE
MARKOVOVYCH RETAZCOV

Uvod

Cielom prispevku je prezentovat SirSie moznosti vyuzitia vytvarajacich funkcii
pri analyze Markovovych retazcov s podporou open source systému Maxima. Praca
vznikla z podnetu state s rovhomennym nazvom nachadzajicej sa vo vysokoskolskej
ucebnici [3], str. 138 — 150, kde autor spominanej uéebnice pomocou vhodnych tGprav
naznacuje, ako je mozné (v Specialnych pripadoch) Gpravami, vyuZzitim vytvarajacich
funkcii vyjadrit' explicitne vektor absolutnych pravdepodobnosti v Markovovom
retazci, resp. mocninu matice pravdepodobnosti prechodu. V praci bude ukazana
vSeobecna metoda takychto vyjadreni s vyuzitim teoérie diferencénych rovnic,
s vypoctovou podporou open source systému pocitacovej algebry Maxima.
Pripomenime, Ze ,,pomocou Markovovych retazcov je mozne modelovat’ nepreberné
mnozstvo tloh kazdodennej reality* [4].

1  MARKOVOVE RETAZCE

Markovov retazec popisuje spravidla diskrétny stochasticky proces, pre ktory
plati, ze pravdepodobnost’ prechodu do nasledujuceho stavu zavisi iba na sic¢asnom
stave a nie na predchadzajucich stavoch.

Z teorie homogénnych Markovovych retazcov vieme, ze vektor absoltutnych
pravdepodobnosti p(n) pre zadiato¢ny vektor pravdepodobnosti p(0) a maticu
prechodu P je mozno vyjadrit' v tvare

p(n) =p(n - 1P ey

p(n) = p(0)P™. (2)
Markovov retazec nazyvame regularny, ak existuje

resp.

lim p(n) =p,
n—oo
ktora nezavisi od zaciato¢ného vektora p(0).

V naSich uvahach sa budeme zaoberat len homogénnymi, regularnymi
Markovovymi retazcami.
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1.1 Aplikacia vytvarajucich funkcii na urcenie vektora absolutnych
pravdepodobnosti

Ako uz bolo spomenuté, Vpraci [3] je nacrtnutd metdoda urenia vektora
absolutnych pravdepodobnosti p(n) s pouzitim vyvarajicich funkcii. Tato metdda je
prezentovana len na Specialnych prikladoch, kedy prislusny rozklad na parcialne zlomky
obsahuje len parcidlne zlomky prvého typu. V naSich tvahach sa pokusime
zovseobecnit’ tento problém a nacrtnut’ jeho rieSenie s podporou open source systému
pocitacovej algebry Maxima.

Nech {F(n)},—, je postupnost’ matic a nech existuje z, > 0 take, Ze pre vsetky
z € (—2zy,2y) plati

F(z) = Z F(n)z". 3)
n=0

Potom funkciu F(z) nazyvame vytvarajucou funkciou postupnosti {F(n)}e-,. Funkciu
F(n), definovanti na mnozine vsetkych celych nezapornych &isel, nazyvame tiez vzor
matice F(z) a funkciu F(z) obraz funkcie F(n).

Oznaéme f(z) vytvarajuicu funkciu postupnosti vektorov —absolttnych
pravdepodobnosti {p(n)}n-,. Teda

F) =) paoz @
n=0
Po tprave dostaneme
Fo) =) pz" = ) pOP'" =p©) Y @Y= (5)
n=0 n=0 n=0

= p(0)(E —zP)™" = p(0)F(2)

kde (E — zP)~1 je inverzna matica k matici E — zP. Vztah (5) plati za predpokladu, Ze
prislusny nekone¢ny rad konverguje na nejakom intervale (—zgy,zg), zo > 0
amatica E — zP je regularna pre vSetky z € (—z, zp).

Zo vztahu (5) vyplyvaju dve ulohy:

= najst vzor vektora p(0)F(z) , t. j. vektor p(n) absolutnych pravdepodobnosti
po n krokoch (vtedy ak vektor za¢iatocnych pravdepodobnosti je fixne dany)

*  najst vzor funkcie F(2), t. . funkciu F(n) = P™ (vyhodné napriklad vtedy ak
predpokladame, Ze budeme rieSit' viacej utloh s meniacim sa zaciatoCnym
vektorom pravdepodobnosti p(0)). Tato uloha je na rozsah vypoctu
narocnejsia.

Pred vSeobecnou analyzou tohto problému, uvedieme trivialny priklad.
Priklad 1. ([3], str. 140). Najdime vektor absolitnych pravdepodobnosti Markovovho
ret'azca, ktory je dany maticou prechodu
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0,6 04
P=(y3 07)
a zaciato¢nym vektorom p(0) = (1;0).
RieSenie.
1-06z —-0,4z
E-2P)=("293, 1-072)
10—-7z 4z
_ ooy-1_[322—13z+10 32z2-13z+ 10 10
(E—zP) = 3y 67 — 10 Z#E 1,z +# 3 (6)
3z2-13z+10 3z2—-13z+10
Po rozklade na parcialne zlomky dostaneme
40 N 3 40 N 4
= o« | 7(10-3z) 7(1-2) 7(10—-32z) 7(1—2)

T700-37) 7d=2 7(10=32  7(=2)

Posledn maticu mézeme napisat’ ako sucet matic

3 4 4 4
= 1 (7 7 1 7 7
F(Z)_l—z 3 4 +1_iz 3 3] lz| <1
_ 7 7 10 7 7
Vzor funkcie F(z) potom mbZeme vyjadrit v tvare
3 4 4 4
77 3V'[7 77
_ - _ pn
Fu =13 4 +(10) 3 3|=F
7 7 7 7
Potom podrla vzt'ahu (2)
3 4 4 4
2z Wf 20 _Z
7 7 3 7 7 3 4,3\" 4 4,3\"
(n) = (1;0) +(5) =G+2(5) : 5-5(5) )
P 3 4 10/ 3 3 7 7\10/ > 7 7\10
7 7 7 7

Poznamka 1. V ilustrovanom priklade determinant matice E — zP (v naSom pripade
. . . R . 10 .
polyném premennej z) mal navzajom rozne realne korene, z; = laz, = 5 Natiska sa

otazka, ako by sme postupovali, pri hl'adani absoliitneho vektora pravdepodobnosti, ak
by korene determinantu matice E — zP boli viacnasobné ¢i dokonca komplexne,
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pripadne aj viacnasobné komplexné korene. Postup prezentovany v predchadzajucom
priklade by zrejme nebol prilis uspesny.

2  ANALYZA PROBLEMU

Z vlastnosti vypoctu inverznej matice pomocou adjungovanej vyplyva, ze prvky
matice (E — zP)~! su racionalne funkcie, ktorych stupeii polynému v menovateli je
nanajvys rovny stupiiu matice P a Citatel’ stupefi polynému aspon o jednotku mensi nez
menovatel’. Aj po vynasobeni vektora p(0) maticou
(E — zP)~! v tomto poradi dostaneme vektor, ktorého zlozky st raciondlne funkcie.

Nech vytvéarajica funkcia niektorej zlozky matice (E —zP)~! alebo zlozky
vektora

p(0)(E — zP) ™1 je racionalna funkcia

Gyt a1z +ayz% + o+ az™
"~ b+ byz+byz2+ e+ bz’

Co+ €1z + c32% + c323 + -+ @)
kde m < n.

Zrejme by # 0 pretoze nekoneény rad na lavej strane rovnice (7) by
nekonvergoval pre z = 0. Vynasobenim rovnice (7) menovatelom vyrazu na pravej
strane tohto vztahu a porovnanim vyrazov pri rovnakych mocninach na obidvoch
stranach rovnice dostaneme

bocy = ay

b0C1 + b1C0 = aq

bocm + blcm_l + -+ meO = am (8)
bocm+1 + blcm + -+ bm+1C0 =0

boCmiz + b1Cmyr + -+ + bipyaco =0

bocn + blcn_l + bzcn_z + -+ leCO = 0

bOCn+k + blcn +k—1 + b2cn+k—2 + -+ bnck = 0, pre k = 1.

Z prvych n rovnic mézeme vypoditat’ hodnoty cg, ¢y, ..., ¢,—1. Dalsie rovnice vo
vztahu (8) su diferencné rovnice, resp. jedna homogénna linearna diferen¢né rovnica n-
tého radu s konstantnymi koeficientmi.

Uloha, néjst’ obraz racionélnej funkcie na pravej strane vzt'ahu (7) sa pretransfor-
movala na tlohu najst’ rieSenie diferen¢nej rovnice

bocn + blcn_l + bzcn_z + -+ anO = O, (9)
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pri vypocitanych zaciatocnych podmienkach ¢y, cq, +,cp_q. Inymi slovami, najst
partikularne rieSenie diferen¢nej rovnice (9) so zaciatoénymi podmienkami
Co,C1, '+, Cn—q Znamena najst vytvarajucu funkciu postupnosti  {c,}n=o . Techniky
rieSenia takychto diferenénych rovnic moze Citatel’ najst’ napriklad v publikacii [6], str.
208 — 212.

Priklad 2. Vypocitajme vyvarajuce funkcie zloziek postupnosti vektora
pravdepodobnosti Markovovho retazca zprikladu 1, vyuzijic rieSenie prislusnej
diferen¢nej rovnice.

Riesenie.

Najskor vypocitame zlozky vektora p(1).

06 04
P =0 ()5 o7)= 0604
Pocitajme
f(@) = p(0)(E —2zP)™" =
10—-7z 4z
/4. 3z2—-13z+10 3z2-—13z+10
= (L0 3z 6z—10 (10)
3z2—-13z+10 3z2—-13z+10
_ ( 10—-7z _ 4z )
- \322-132+10"322 - 13z + 10
Z porovnania vztahov (9), (10) vyplyva, Ze sa ziada riesit’ diferenéna rovnica
10¢42 — 13¢p41 + 3¢, =0 (11

so zaCiatocnymi podmienkami ¢y = 1, ¢; = % (pre prva zlozku vektora p(n)).
Charakteristicka rovnica diferen¢nej rovnice je
1042 —131+3 =0
ajejkorenesu Ay =1, 4, = %.
Pre vseobecné rieSenie diferencialnej rovnice (11) dostavame

cn:K1-1”+K2-(1io)n:K1+K2-(1io)n.

o 1 e s . L . 3
Ak zohladnime zadiato¢né podmienky pre prva zlozku, t.j.co = 1, ¢; = p dostaneme
systém rovnic

1= Kl +K2

3 3
E—K1+K2'E,
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ktorého rieSenim je
4
Ki== K,=-
177 W27y

Partikularne rieSenie pre prva zlozku absolutneho vektora pravdepodobnosti po n
krokoch je
3,4 (3\"
a=3+3 () =m.
Podobne dostaneme pre druhu zlozku (ak zohl'adnime zaciatocné podmienky, t. j.
2
(co=0,¢,= g)

4 4 3\
=2~ (1—0) =p2(n).
Cely vypocet moZeme jednoducho realizovat’ v open source programe Maxima.

Skor nez za¢neme vypoéty s diferenénymi rovnicami V systéme Maxima, musime si
privolat  procediru  na  rieSenie  rekurentnych  postupnosti  prikazom
load(solve rec), resp. load(“solve rec”). Postup vypoctu je
zrozumitelne prezentovany skriptom v nasledujucom obrazku (vystupe z Maximy)

Obr. 1: Vystup rieSenia prikladu 2 v open source programe Maxima.

(%i1) load("solve_rec")

4 (%i2) rec: 10*¢c[n+2]-13*c[n+1]+3*c[n] =0
(%02) 10 ¢,,29— 13 ¢,,+1+3¢,=0
_7 (%i3) solve rec(rec, c[n])
%k, 3"
(%03) ¢, = + %k,
V' (%i4) solve_rec(rec, c[n].c[0]=1,c[1]=3/5)
43" 3
(%04) Cp= + =
7 10 /
V' (%i5) solve_rec(rec, c[n],c[0]=0,c[1]=2/5)
(%05) - 43"
%05) ¢,,= — —
T T T

Z predchadzajacich vypoétov v Maxime vyplyva, Ze vektor absolitnych
pravdepodobnosti
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o= (345 43 (3))-

-G+ (6 7 G 12

~\7'7 7 \10/ ~ 7 \10/ )’ (12)
ktoré je, ako vidime, mozné rozdelit’ na sucet dvoch vektorov. Prvy v poradi vo vztahu
(12) urcuje stacionarnu zlozku vektora absolutnych pravdepodobnosti. Druhy zavisi od

poctu krokov n azaroven nam vyjadruje ,rychlost konvergencie® vektora p(n),
k vektoru stacionarnych pravdepodobnosti

GY

Vypocitajme zo vzt'ahu (6) eSte maticu F(n).

N4ajdime postupnost’, ktorej vytvarajucou funkciou je racionalna funkcia
~ 10—-7z
F@ha = s 13 v 10

ktora sa nachadza v prvom riadu a v prvom stipci matice (6).

Zaciato¢né podmienky prislusnej diferenénej rovnice mozeme urcit' napriklad
z Taylorovho rozvoja

- - r 3
Co = F(0)1,1 =1, € = (F(O)l,l) = 5

alebo z mocnin matice prechodu

o_(1 0
P_(o 1)'
3 2
1_[ 5 5
Pr=13 7
10 10

. 3 . . . . , N , .
Dostavame ¢y = 1,¢; = s a diferen¢nt rovnicu, ktora sme uz riesili predtym. Jej
rieSenim je

3 N 4 ( 3 )n F
C,, = — — | — =
"7 77 \10 v

Vypocitajme eSte napriklad F, ,:

Co = 1,C1 =E.

Riesenim diferenénej rovnice

10cpyp — 13¢41 + 3¢, =0
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s vyssie uvedenymi zaciatocnymi podmienkami je

31+n 4
Cp = 7. 10Tl+7: lez.
Podobnym spdsobom vypocitame ostatné zlozky matice F(n). Dostaneme

3 N 4 ( 3 )n 4 4-3"
7 7 \10 7 7-10"
3 31+n 31+n 4 '
777100 7-10n 7
Priklad 3. ([3], str. 142) Najdime vektor absolutnych pravdepodobnosti Markovovoho
ret'azca, ktory je dany maticou prechodu

F(n) =

4 3 1
5 20 20
P=[9 1 1
10 20 20
0 0 1

a vektorom zaciatoénych pravdepodobnosti p(0) = (1; 0; 0).

Rie§enie. Vieme, Ze vytvarajuca postupnost jednotlivych zloziek vektorov
pravdepodobnosti je raciondlna funkcia, ktorej menovatel’ ma stupeit nanajvys rovny n
a stupen Citatel'a bude nanajvys rovny n — 1, kde n je stupefi matice P, v na§om pripade

n = 3. Vypocitajme este
4 3 1
H=pO)P=- — —]|.
p@) =p(0) (5 0 20}
Najdime obraz vektora p(n)
p(0)(E —zP)™*

10z — 200 30z VA
(1922 + 170z — 200 1922 + 170z — 200 1922 —39 %z + ZOW

— (10.0) 180z 160z — 200 z 3
" 1922 + 170z — 200 1922+ 170z —200 1922 — 39z + 20
1
0 0
1—-2z
_( 10z — 200 10z — 200 z )
“\1922 + 170z — 200 19z% + 170z — 200 1922 — 39 %z + 20/

Nasledujuci skript prezentuje vypocet vektora absolatnych pravdepodobnosti (vzoru
vektora p(n)) pouzitim open source systému Maxima
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Obr. 2: Vypocet jednotlivych zloziek absolutneho vektora pravdepodobnosti
v Maxime z prikladu 3.

f (%611) load("solve rec")

(2%012) p[0]:matrix([1,0,0])
(%02)[1 0 0]

(%i3) p[1]:matrix([4/5,3/20,1/20])

4 3 1
(%&DE) |ig E Ej|

(%0i4) rec:200%c[n+2]-170%c[n+1]-19*c[n]=0
(%004) 200 €47y —170 €21 —19 ¢, =0

(%i5) for i:1 while i==2 do
print(solve rec(rec,c[n].c[0]=p[0][1.i].c[1]=p[1][1.i]})
6197 (—1)"
€= +
7 20" 7107
19" (-1”"
€= -
720" 710"
(%03) done

(%i6) rec:20*c[n+2]-39%c[n+1]+19%*c[n]=0
(%006) 20 ¢y —39 ¢,y 119 ¢, =0

(%017) solve rec(rec,c[n].c[0]=p[0][1,3].c[1]=p[1][1.3])

197
%07) ¢,,=1— —
207

Vypocitali sme vektor absolutnych pravdepodobnosti
19 n (1) .1(19Y o1 (1Y (19Y
—+ 1 . o — — _1 o—| — ’1— e =
p(n) = ( [20) (3) 7 (10) '7 (20] (=3) 7 (10) (20) j
oo 2(2) s L (AT (2] e 22 ()
7 {20 7 \10) 7 \20 7 \10 20
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Z vypoétu vyplyva, Ze v tomto pripade ,,rychlost’ konvergencie“ vektora p(n)
k stacionarnemu vektoru pravdepodobnosti (0; 0; 1) je relativne pomala (avSak stale
. : L y Canar g 19 . .
exponencidlneho typu, nie polynomického), pretoze najvacsi zaklad 2 Vo vyjadreni
p(n) je blizko jednotky.

Prezentovany postup mézeme uplatnit’ aj v pripade, ze determinant matice E —
zP ma komplexné alebo nasobné korene. Uspesnost’ rieSenia takejto ulohy, S vyuzitim
softvéru Maxima, zavisi iba od toho, ¢i spominany softvér dokaze vyriesit’ diferen¢né
rovnice vyplyvajlce zo vztahu p(0)(E — zP) 1.

Postup rieSenia v pripade komplexnych korenov ilustrujeme na nasledujucom
priklade.

Priklad 4. Najdime vektor absolutnych pravdepodobnosti Markovovho retazca, ktory
je dany maticou prechodu

P =
1

7Y

a vektorom zaciatoénych pravdepodobnosti p(0) = (1; 0; 0).

|Ng|©m|-{>
|Ng|»—xm|»—x

Riesenie. Vypotitame maticu (E — zP) ™1

—50+20z + z° ~ 222 B 10z
z° —11z°> + 60z -50 7 -11z> +60z-50  z®-11z°> +60z-50
o 162% — 45z 50 - 60z +12z° 5z+52°
(E-zP)" =| 2 T3 2 T3 2
z°-11z° + 60z - 50 z°-11z° + 60z - 50 z°-11z° + 60z - 50
~ 20z + 92 822 -10z 40z -50
22 -11z2+60z-50 z®-11z°+60z-50  z®-11z°> +60z-50

Samotny vypocet vektoru absolutnych pravdepodobnosti realizujeme opat v open
source programe Maxima.
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Obr. 3: Vypocet vektora absolutnych pravdepodobnosti z prikladu 4.
f (%11) load("solve_rec")

7 (%i2) P-matrix([4/5.0.1/5][9/10,0,1/10][2/5,1/5.2/5])

- T

— ﬂ —

5 5

9 1

%o2)| — —
(02 5 0

2 1 2

505 s

= (%%i3) p[D]:matriX([LO;OD
(%03)[1 0 0]

" (%i4) for i:1 while i<=2 do
print(concat("p[".i,"]=").p[i]:p[i-1].P)
1

pl1]= [; 0 g}

B 1 6
Pﬂf—[g = E]

(%04 done
:7 (%4i3) rec-50%c[n+3]+60*c[n+2]-11*c[n+1]+c[n]=0
(%005) =50 ¢,y +3+60 ¢~ 11 ¢+, =0
" (%i6) /* RieSeniev kompexnom tvare */
for i:1 while i==3 do
I print(solve rec(rec,c[nl.c[0]=p[0][1,i]c[1]=p[1][1,il.c[2]=p[2][1.i]})
(1-%)" (6+13 %i)  (1+%i)" (13%i—6) 29
C = —_ 4 —
" 41 10™ 41 10™ 41
(1—%i)" (1+9%i)  (1+%)" (9%i—1) 2
C = — —_ 4 —
" 41 10" 41 10" 41
(1—%i)" (5+4%i) (1+%)" (4%i—5) 10
Cp=— + +

41 107 41 107 41
(%06) done
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- (%i7) /* Riefenie v redlnom tvare */

for i:1 while i==3 do
print(expand(ratsimp(realpart
(solve_rec(rec,c[n].c[0]=p[0][1.i],c[1]=p[1][1.1).c[2]=p[2][1.1])))))

E]

4
€= + +
41 10" 41 107 41
" R
_11"'5 | nn _’1"': “an
A Gl B U B
=" - + —
41 10" 41 107 41
n R
j3+5 | T[?‘I] {F}H: T[?‘I]
yra Sif1 4 I Co 1 10
Cp=— - + —
41 107 41 107 41

(%07) done

Dostali sme vektor absolutnych pravdepodobnosti vyjadreny v komplexnom tvare

2 10
p(n)= (ﬂ 11 4—1j+

N 6+13i[1_—ij"_13i—6(ﬂ]”_ 1+9|( |j +9| [1+|j , 5+4i(5]”+4i—5(ﬂ]"
41 (10 41 (10 )’ 10 10 41 \ 10 41 \ 10
a v realnom tvare (po kratkej tprave)

p() = (— 2 9}

41 41 41

(1)[12 (;;Jze_[z)_ 2 (7[)18.[7[)_ 10 (”JS-(”D
+| ——= —cos|n— (+—sin|n— |, ——cos|N— |——SIn|n— |, ——COoS| N— |——=SINn| h— ||.
5\/5 41 4) 41 4 41 4) 41 4 41 4) 41 4
Pre ilustraciu vypocitajme p(5) pomocou iteracii a explicitného vyjadrenia p(n).
177 6 61 442 61 61

, P(4)=pQ)P =
250 125 250 625 1250 250

8841 61 3049
12500 1250 12500 )°

PR) =p(2)P = (

m&=map=[
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p1(5)=(1_i)5(6+13i)_(1+i)5(13i‘6)+29 8841

4100000 4100000 41 12500
(1-i)(1+9i) (1+i)(9i-1) 2 61
P () =="00000 4100000 41 1250
1-i)(5+4i) (1+i)(4i-5) 10 3049
p3(5):_( 41)05000 ), 41)05000 )+41 12500

(5) = gcos(sﬁ}rgsm(sﬁj +§——8841

P 5\/_ 4) 41 4))" 41 12500
5

2 z) 18 7)) 2 61

5~ |-—sin|5 el

P.(3) = (5{}( Cos( 4} 415n( 4D+41 1250
5

10 7Y 8 . (_z)) 10 3049

52 |- —sin| 5= | [+ ==

P5(3) = (5[)[ COS( 4) 415"{ 4)}41 12500

Vidime, Ze postup rieSenia s podporou open source systému je prehl’adnejsi
a podstatne jednoduchsi, ¢o sa tyka naro¢nosti.

Je dolezité poznamenat, ze pokial’ by nam stacilo poznat’ iba hodnotu vektora
absolutnych pravdepodobnosti pre niektoré konkrétne n, resp. pre vsetky n < ng, kde n,
je nejaké prirodzené Cislo, je podstatne jednoduchs$ie vyuzit vhodny program, ktory
generuje iteracie vektorov absolutnych pravdepodobnosti.

Nasledné uvadzame dva takéto skripty v open source programe Maxima

Obr. 4: Vypocet vektora/vektorov absolutnych pravdepodobnosti pomocou iteracii.
Prvy skript zahrituje prvé styri prikazy. Druhy sa odliSuje od prvého iba poslednym
prikazom, ktory nahradime v poradi $tvrtym prikazom.

> [/* Zadaj maticu pravdepodobnosti prechodu*/
Pimatrix(...)

7 s Zadaj zadiatoény vektor pravdepodobnosti*/
pl0] imatrix(...)

7 s Zadaj hodnotu zacdiatodénej iterdcie*/
nl:...

¥ --> /% Dostaneme iba vypis jednej hodnoty*/
p:pl0]
for n:1 while n<=n0 do p:p.P
p
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--> /* Dostaneme vypis vsetkych hodnét od n = 1 do n = n0¥*/
for n:1 while n<=n0 do
(pln]l:pln-1].P,
print("p(",n,")=",plnl))

Priklad 5. Nech
08 02 0
P= <0,8 0 O,2>
0o 08 02

je matica pravdepodobnosti prechodu v bonus-malus systéme ([1], str. 203). Poistenec
sa nachadza v druhej bonus-malus triede. Uréme vektor absolutnych pravdepodobnosti
a vypocitajte vektor stacionarnych pravdepodobnosti a pravdepodobnost’ s akou sa bude
poistenec nachadzat’ v jednotlivych bonus-malus triedach po piatich rokoch.

Rie§enie. Najjednoduchsi vypocet poslednych dvoch uloh je pomocou iterécii, pouZzitim
vysSie uvedeného programu s vypisom iba posledne;j iteracie. Dostaneme

p(5)=(0,76288; 0,1856; 0,05152).

Vektor stacionarnych pravdepodobnosti budeme aproximovat’ vektorom pP(100).
Dostaneme
P(100) =(0,7619047619047643; 0,1904761904761911; 0,04761904761904777).

Vypocet explicitného vyjadrenia vektora p(n) dava

B —25+5z+4z2° B 7?2 —57 22
47° — 472 —-252+25 47 —47°-252+25 47 —47°-257+25
o 47° - 20z 25— 257 + 477 47° -5z
(E—ZP) = — 3 2 3 2 - 3 2
47° —47°-252+25 47°-4z72°-252+25 47° —4z72° -252+25
16-2° B 16:2° - 20z _ —25+207 +47°
47° — 47> —257+ 25 47° — 47 —252+25  47°—47°-252+25

2 2 2
(O;LO)(E—ZP)lz[ 4z° -20z 25-25z2+4z 4z° -5z J

427472 -257+25 47°-47°-251+25 47°—47° 257425

Vektor absolutnych pravdepodobnosti ur¢ime tak, ako v predchadzajtcich prikladoch
vyuzitim procedary “solve rec* v Maxime. Dostaneme

o3 % B E 55 55

21 21 21) | 35" 75 35 75 35 75
odkial'  vieme priamo vypocitat presni hodnotu vektora stacionarnych
16 4 1)

ravdepodobnosti, ktoraje | =—— - —
P P ! (21 21 21
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Vypocitajme eSte chybu aproximacie vektora stacionarnych pravdepodobnosti
vektorom p(100).

(;_i Zil %j—(0,7619047619047643 0,1904761904761911 0,04761904761904777) =

= (—2, 44249065417534410™° -6,38378239159465107*° —1,52655665885959:107* )
Zaver

V praci boli prezentované dve metddy vyjadrenia vektora pravdepodobnosti
Markovovho retazca ato exaktnd metdda jeho explicitného vyjadrenia a vypoctom
pomocou iteracii. Pri explicitnom vyjadreni boli vyuZité diferenéné rovnice a ich
rieSenie s podporou open source systému Maxima. Ukazali sme, ze presnost’ vypoctu
vektora stacionarnych pravdepodobnosti aproximativnym vypo¢tom pomocou iteracii
(pouzitim dostato¢ného poctu operécii) dosahuje pozadovant presnost’.
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RESUME

Pomocou Markovovych retazcov je mozne modelovat’ nepreberné mnozstvo tloh
kazdodennej reality. Cielom prispevku je prezentovat' §irSie moznosti pouZitia
vytvarajucich funkcii pre analyzu Markovovych retazcov s vyuzitim teorie diferenénych
rovnic a S podporou open source systému Maxima. Praca prezentuje originalnu metédu
urCovania  explicitného  vyjadrenia  vektora  absolitnych  pravdepodobnosti
Vv Markovovych retazcoch vytvorenu jednym z autorom prispevku. Zaobera sa tiez
vypoctom spominané¢ho vektora pravdepodobnosti iteratnou metédou a porovnava
presnost’ odhadu vektora stacionarnych pravdepodobnosti touto metodou s exaktnym
vypoc¢tom pomocou explicitného vyjadrenia.

SUMMARY
Use generating functions in the analysis of Markov chains

Markov chains can be modeled many of tasks of everyday reality. The aim of this paper
is to present extensive opportunities of applications generating functions for the analysis
of Markov chains using the theory of difference equations with supporting open source
system Maxima and also to present an original method of determining an explicit
expression a vector of absolute probabilities of Markov chains. It in addition deals with
the calculation of said probability vector using an iterative method and compares the
accuracy of the estimate vector stationary probability mentioned method with exact
calculations using explicit expression.
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