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GEOMETRICKA INTERPRETACIA MANOVA MODELU

Uvod

Analyza rozptylu (ANOVA) je =zakladna Statisticka analyza, ktora
zovSeobecnuje testy porovnania strednych hodndt dvoch skupin na porovnanie
strednych hodndt viacerych skupin. Ma uplatnenie v ro6znych oblastiach ekonomického
badania. V behavioralnej ekondmii sa ¢asto vykonavaju kontrolované experimenty s
cielom zistit, ako nastavit ekonomické prostredie tak, aby to viedlo k lep$im
ekonomickym vysledkom. Napriklad mozeme skumat’ vplyv finanéného odmenovania
a réznych foriem nefinanénych odmien na pracovné vysledky. V tomto pripade st
jednotlivé testované formy odmien uroviiami faktora, ktoré moézu ovplyvnit' zavisla
premennu. Vplyvy inych potencidlnych faktorov si oSetrené randomizaciou
experimentu. Teda pri velkych vzorkach oakavame priblizne rovnaké Grovne inych
vysvetlujucich faktorov a jednotlivé faktory nemusia byt ani zndme. Podobné
experimenty su vSak v praxi ¢asto nemozné, napriklad vplyv pohlavia na vysku finan¢nej
odmeny za pracu nemozno tymto spdsobom testovat, ked’ze pohlavie nemozno
randomizovat’ a teda nedd sa nahodne priradit’ subjektu v experimente. V inych
oblastiach ekondmie sme preto odkdzani na observacné §tudie, pri ktorych sa pasivne
sleduju jednotlivé premenné. AvSak aj v observa¢nych $tadiach nachadza ANOVA
model uplatnenie ako zakladny, vychodiskovy model z ktorého st odvodené zlozitejSie
modely, ktoré zohladiiuju aj vplyv inych premennych na zavislu premennt, ako
napriklad analyza kovariancie, linearna regresia, zovSeobecnené linearne modely.

Podobne je ANOVA dolezitd v tedrii ndhodnych vyberov. V praxi sme z
finan¢nych a ¢asovych dovodov prakticky odkazani na vyberové Setrenia zakladnych
suborov. Pri praci s udajmi z vyberu vznika nevyhnutne tzv. vyberova chyba z dévodu
neuplnosti udajov. Vhodnym spdsobom navrhnutia realizacie vyberu vSak vieme
ovplyvinovat’ velkost tejto chyby. Stratifikacia vyberu je zakladna technika, ktora vedie
k znizovaniu vyberovej chyby a ktora je zalozena na ANOVA analyze. Podobne
zhlukovanie vyberovych jednotiek mozno ilustrovat ANOVA modelom s nahodnymi
efektami.

Kedze ANOVA ma také centralne postavenie v roznych oblastiach Statistickej
inferencie v ekonomickej praxi, ukdZzeme v tomto ¢lanku jej goemetrickt interpretaciu
v priestore pozorovani. Ukazeme to vSak aj pre viacrozmern(i analyzu rozptylu
(MANOVA), pri ktorej su pouzité vzorce eSte narocnejSie na pochopenie.
Pri MANOVA navySe ukaZeme aj geometricku interpretaciu v priestore premennych.
Tieto MANOVA geometrické predstavy vedd K lepSiemu porozumeniu vzorcov aj
v zlozitejSich viacrovnicovych modeloch v ekonometrii. Vypocet zrealizujeme
na konkrétnom priklade bez pouzitia $pecialnych statistikych softvérov, jednoducho iba
za pomoci MS Excelu.
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1 PRIiPADOVA STUDIA - OBCHODNY RETAZEC

Obchodny ret'azec chce zmerat’ vykonnost’ jednotlivych predajni a identifikovat’
velmi vykonné a malo vykonné predajne. Kedze podnikanie retazca je motivované
tvorbou zisku, tak ho prirodzene zaujima vel'kost’ obratu v danej predajni. Ale retazec
mysli aj na budicnost’ a vie, Ze jednorazovy vysoky obrat mu nemusi garantovat’ buduce
vysoké obraty. Preto sa zaujima aj o lojalitu zakaznikov, ich spokojnost’ a aky imidz ma
vo verejnosti, teda svoju reputaciu. Urobi si preto prieskum spokojnosti na vzorke
svojich zakaznikov. My sa pre jednoduchost’ zameriame na dva ukazovatel’e: spokojnost’
zakaznika s predajiou a objem jeho nakupov v danej predajni za sledovany mesiac.
Spokojnost’ je Cislo od 0 do 100, je to index spokojnosti vyratany z prieskumu
spokojnosti. Objem nakupov je v eurach, je to suma nakupov zo zakaznickej karty. Nasa
zavisla premenna je teda dvojrozmerna a zaujimaju nas rozdiely medzi predajfiami.
Budeme ich testovat’ pomocou MANOVA modelu.

1.1  Preco viacrozmerny model?

Predstavme si, Ze by sme testovali vel'kost’ strednej hodnoty pre kazdu zavisla
premennu zvlast. MnoZina akceptacie nulovej hypotézy je interval pre obe testovacie
Statistiky. Preto je oblast’ akceptacie obdiznik v grafe na obrazku 1. Na osi x mame objem
nakupov, na osi y spokojnost’. Grafje vycentrovany do bodu testovanej nulovej hypotézy
(m, p2). Testovand predajna je zobrazena bodom so suradnicami rovnajucimi sa

vyberovému priemeru objemu nakupov a spokojnosti (y1,Y2).

Obrazok 1: Obdiznik nezamietania nulovej hypotézy
(Zdroj: vlastné spracovanie)

spokojnost]

(71! 72)

_______ B

M1y H2) nakupy

HO pre spokojnost’ sa
nezamieta

HO pre objem sa
nezamieta

Ak oznacime « hladinu vyznamnosti pre kazdy test, tak za platnosti nulovej
hypotézy je bod reprezentujiici testovanu predajiiu v oblasti akceptacie s
pravdepodobnostou (1-@)(1-a) = 1-2a. Teda oblast’ zamietania ma pravdepodobnost’
priblizne 2 a chyba prvého druhu je zvySena. Toto zvysenie chyby prvého druhu je tym
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Vicsie, ¢im vécsia je dimenzia zavislej premennej, ktora je ignorovana jednorozmernym
pristupom. Preto aj pouzivanie viacerych jednorozmernych ANOVA testov namiesto
jedného MANOVA testu vedie k zvySeniu chyby prvého druhu.

NavySe pouzivanie viacerych jednorozmernych ANOVA modelov ignoruje
korelacie medzi zavislymi premennymi a teda nemoze zodpovedat’ na otazky ohl'adom
vztahu medzi linedrnymi kombinaciami zavislych premennych a vysvetl'ujacimi
faktormi. Korelacia medzi zavislymi premennymi je modelovana MANOVA modelom
a ovplyviuje vysledok testovania. Oblast’ nezamietnutia nulovej hypotézy zavisi
od zdruZenej distribticie zavislych premennych a teda tie isté marginalne empirické
distribucie mézu viest’ k rozlicnym zaverom ako vidno na obrazku 2.

Obrazok 2: Zavislost’ oblasti nezamietania HO od korelacnej Struktury
(Zdroj: vlastné spracovanie)

spokojnost spokojnost
(Y1, ¥2) “u ¥2)
******* q e T
i i
| |
| |
| |
| !
(UATY nakupy / (H1s H2) nakupy
Monopolny trh, nespokajni nakupuji dalej, Konkurenény trh, nespokojni nakupuji menej,
nemaiju alternativu odchadzajl

2 PRIESTOR POZOROVANI

Budeme sa teraz venovat’ samotnej geometrickej interpretacii analyzy rozptylu.
Zacneme najskor so zakladnymi pojmami ako priemer, variancia a korelacia.

Nech yi, Y2, ..., ¥ je realizacia ndhodného vyberu, kde n je pocet pozorovani.
Oznaéme stipcovy vektor y=(y1,y2,....yn)'. Mozeme si ho predstavit ako bod v n-
rozmernom euklidovskom priestore. Na obrazku 3 je zobrazeny priklad pre vyber
rozsahu 3, teda pre 3-rozmerny priestor pozorovani.

Pre uplnost’, v euklidovskom priestore st definované nasledovné funkcie:

skalarny su¢in dvoch vektorov x a'y (x,yy =YL x;jy; = xTy,
norma vektora x Ix|l = /{x,x) = / n o x? =Ty,
kosinus uhla medzi vektormi X a y cos(x,y) = (x, y)/lxlllyID-
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Obrazok 3: Nahodny vyber v 3-rozmernom priestore pozorovani
(Zdroj: vlastné spracovanie)

’
s A

s N— - Y=(yu Y2, ¥a)

,’l Y1 Yy

2.1  Priemer ako suradnice ortogonalnej projekcie na diagonalu

Ozna¢me diagonalnu, teda vektor pozostavajtici zo samych 1, ako 1=(1,1,...,1)".
Ozna¢me ortogonalnu projekciu realizacie nahodného vyberu y na diagonalu 1 ako ym.
Pre 2-rozmerny pripad je to zobrazené na obrazku 4.

Obrazok 4: Ortogondlna projekcia na diagonalu
(Zdroj: vlastné spracovanie)

Ya

y=(Y1 ¥2)
Yo [T R T

Y1 ) A

Y1 Yz Yy

Z definicie ortogonalnej transformacie doStavame pravouhly trojuholnik s
vrcholmi v bodoch (0,0), (y1,Y2), ym a pravym uhlom pri vrchole ym. Suradnice
ortogonalnej projekcie y na diagonalu 1, teda ywm, st priemerom nahodného vyberu Y.
MoZeme to nasledovne zratat:

1)

- (1’ 1) 1= 71 = ()_’ry)T

Ym
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2.2 Smerodajna odchylka ako diZka centrovaného vektora

Oznaéme Yc rezidualnu zlozku realizacie nahodného vyberu po ortogonalne;
transformacii na diagonalu, teda yc =Y - ym. Z Pytagorovej vety dostavame

Iyll% = llymll® + llycll?
akedze Iyl = i ¥7, llymll? = n¥?, lycl? = Xi(yi — ¥)?, tak dostdvame
Yivi =Yiyi — )% + ny?

teda znamy vzt'ah, ktory sa odvadza algebraicky v zakladnych kurzoch Statistiky:
var(Y) = E(Y?) - EX(Y).

Vsimnime si, Ze diZka rezidualneho vektora yc je imerna vyberovej smerodajnej
odchylke realizacie nahodného vyberu y, teda

Iyl = lly = ¥1II? = X:(y: — ¥)* ~ sample.var(y)

V Sstatistike nas zaujima premenlivost’, teda takéto odchylky od ukazovatela
centrdlnej tendencie, preto v analyzach vychadzame zo sumy Stvorcov odchylok od
priemeru a nie zo samotnych sim Stvorcov. Ak by sme nepozorovali ziadnu
premenlivost’, teda vSetky naSe namerané data by boli konStantné, tak Statistika nema co
vysvetlit.

Avsak suma $vorcov a teda aj vel'kost’ vektorov rastie s dimenziou priestoru, v
ktorom sa pohybujeme. Dokonca ak nepozorujeme Ziadnu premenlivost’ v datach, teda
mame konStantné pozorovania, tak pridanim d’alSieho konsStantného pozorovania
narastie suma $tvorcov, teda dizka vektora. MoZno si to ukédzat na konStantnom n-
rozmernom vektore 1,. Jeho suma $tvorcov je n, dizka je n% Ak pridame dalsie
pozorovanie a uvazujeme N+1 rozmerny vektor 1,41, tak suma $torcov narastie na n+1 a
dizka na (n+1)Y2. Preto je vhodné sumy §tvorcov a teda dizky vektorov normalizovat
na velkost dimenzie. Dostavame takzvané stredné sumy Stvorcov, lebo ich
normalizujeme dizkou konstantného jednotkového vektoru v danom priestore.

Tieto tivahy vedl k zavedeniu poctu stupniov volnosti ako poc¢tu dimenzii, s
ktorymi pracujeme. Napriklad rezidualny vektor yc, teda centrovany pdvodny vektor y,
vznikol po ortogonalnej projekcii na diagonalu. Teda z jeho definicie je otogonalny
na diagonalu a teda sa vyskytuje v nadrovine s normalou diagonalou. Preto sa vyskytuje
v priestore s dimenziou n-1 a je vhodné ho normovat’ ¢islom n-1 a nie ¢islom n. Potom
vSak uz rozklad Stvorcov neplati, ale takéto normovanie je vhodnejSie na testovanie
hypotéz, ked’ze oCist'uje testovacie Statistiky od efektu vel'kosti dimenzie.

Podobne, ak je model zlozitejsi, ako uvidime v pripade ANOVA, tak piestor strednych
hodnét modelovanych modelom mé viac ako jednu dimenziu a preto rezidualna zlozka
lezi v priestore s dimenziou zmen$enou o dimenziu modelu.
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2.3  Korelacia ako kosinus centrovanych vektorov

Oznaéme realizicie dvoch nahodnych vyberov ako X=(X1, X2, ..., Xn)" @ y=(Y1, Y2,
..., Yn)". Potom priamo z definicie korel4cie a kosinusu vyplyva nasledovna rovnost:

sample.corr(x,y) = Xi(xi — D) (¥ — V) /VZi(xi — 02 Xi(y;i — ¥)? =
=(x—x1,y—y1)/llx —x1|||ly — ¥1|| = cos(x¢,yc)

Teda hovorime o ortgonalnych a kolinedrnych nahodnych premennych tak, ako
je to zobrazené na obrazku 5.

Obrazok 5: Korelacia ako kosinus
(Zdroj: vlastné spracovanie)

Nekorelované = ortogonalne Perfektne korelované = kolinearne

C X)=0oC LX) =0 Corr(y, x) =1 < Cos (Yo, Xo) =1 ¥
orr (y, X) os (Y, Xc) —— ¥
Uhol = Pi/2 Uhol =0 Xc
Yc
Corr(y, x) =-1< Cos (Yo, Xo) =-1
€ 5 Yc
Uhol = Pi <«

Xc

2.4 ANOVA algebraicky
Pripomenieme si teraz ANOVA analyzu algebraicky. Model ma tvar

Yij = uj+ og;; kde i=1,....,n; j=1,....J &~ N(0,1) navzajom nezavislé.

Teda pozorujeme nahodné premenné Yijj, ktorych variabilitu chceme vysvetlit pomocou
kategorialnej premennej, faktora s J tiroviiami. Index j oznacuje tiroven faktora alebo
skupinu, z ktorej pochadza pozorovanie Yjj. Index i oznacuje i-té pozorovanie vramci j-
tej skupiny. Zaujima nas, ¢i st jednotlivé stredné hodnoty g4 rovnaké, teda konstantné
pre kazdu skupinu, alebo nie a teda prispievaju k variabilite vysvetl'ovanej premennej.

Algebraickd dekompozicia celkove] sumy Stvorcov TSS pre konkrétnu
realizaciu stratifikovaného nahodného vyberu je nasledovna:

TSS =3 %i(wij — 7..)2 =22y -y -0 — y)): = YiXi(yi— 7.1')2 +
2% Yy —¥) 0;—¥) + X;%(3;—¥.)* =RSS + 0 + ESS
Teda TSS = RSS + ESS, kde

RSS — rezidualna suma $tvorcov — nevysvetlena — vnutri skupin,
ESS — modelova suma §tvorcov — vysvetlena — medzi skupinami.
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Opét’ nam to pripomina Pytagorovu vetu, ked’ sme vyuzili vlastnost’ priemeru,
ze suma odchylok od priemeru je nulova, teda diagonala je kolma na centrovany vektor.
Ukazeme si to teraz geometricky.

2.5 ANOVA geometricky

Aby sme si vedeli vytvorit geometricku predstavu, budeme pracovat’ iba S
dvomi uroviiami faktora, ktoré maji pocetnosti N; a N, pozorovani. Budeme opit
indexovat’ iba jednym indexom, tak ako pri predoslych geometrickych uvahach. Teda
mame Y = (Y1, Y2, ..., Yn)' vektor realizacii, oznaéme d’ale;

1 = (1,...,1,0,...,0)" vetor n; jednotiek zodpovedajucich prvej trovni faktora

12 = (0,...,0,1,...,1)" vetor n, jednotiek zodpovedajucich druhej trovni faktora.
Model ma tvar: Y = (1n1, 1n2) B+ & kde B = (u1, u2)" s obvyklymi predpokladmi.
Na obrazku 6 st zobrazené tieto 3 vektory v priestore pozorovani.

Obrazok 6: ANOVA priestor pozorovani
(Zdroj: vlastné spracovanie)

Je zrejmé, Ze 1n a 1nz st navzajom kolmé, kedze 1n1"1n2 = 0. Dalej je zrejmé, Ze diagonéla
1, je suctom 1nia lno, teda 1n= 1ny + Lns.
2.5.1 Projekcia na model

Oznaéme opat’ ym ortogonalnu projekciu y na rovinu generovana vektormi 1n; a
1nz, teda ym = alm + blnp, kde a,b st nezname koeficienty. Dalej oznaéme rezidualny
vektor yr =y — ym a zobrazime situaciu na obrazku 7.

Ukazeme, ze a=j1 a b=y». Projekciay na 1n je

Y1 =¥, 101/ (1a1, 1n1) = (YR 1na) + (Ym 1n1)) /Mg =
(¥r 1n1) + a(lpg, 1n1) + b(152, 141)) /0y = (0 + any + 0)/ny = a

Podobne pre b=y, a preto ym = y1lm + y2ln.
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Obrazok 7: ANOVA projekcia na priestor strednych hodnot
(Zdroj: vlastné spracovanie)

LAy
(0:"':0:V2r"'172)’i : } al, = (71:---:V1r0r---10)r
| |

# s
e e 1n1
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2.5.2 ANOVA pravouhly trojuholnik

Opiét projekcia y na diagonalu je y1n. Ozna¢me centrovany vektor yc =Yy — y1,.
Zobrazime to na obrazku 8.

Obrazok 8: ANOVA pravouhly tojuholnik
(Zdroj: vlastné spracovanie)

Dostaneme pravouhly trojuholnik s preponou yc =Yy — y1, a odvesnami yr =y —ym a
ym — ¥1n. Podla Pytagora dostaneme:

lycll? = llym — ¥1all* + llygll?
_\2 . \2 2
Teda Y %i(yij —7.) =5n(7,;-5.) + %%y — ¥;)

2.5.3 ANOVA tabulka ako zobrazenie Pytagorovej vety

Z geometrickej interpretacie vyplyva, ze tzv. ANOVA tabulka je spdsob
zobrazenia Pytagorovej vety. ANOVA tabulka udava rozklad sumy Stvorcov
nasledovne:

112



Jozef Kusnier Geometricka interpretacia MANOV A modelu

TSS: celkova SS, variabilita, ktora chceme vysvetlit’
Dimenzia/Stupne volnosti: N-1 (nadrovina s normalou diagonalou)

_\2
TSS = |lycll* = X;Xi(yij — 7.)

ESS: SS vysvetlena modelom
Dimenzia/Stupne volnosti: J-1 (priestor vektorov v priestore modelu kolmych
na diagonalu)

_ . \2
ESS = lyy —¥1.l> =Z;n;(7, - ¥.)

RSS: nevysvetlena SS
Dimenzia/Stupne vol'nosti: n-J (priestor vektorov kolmych na priestor modelu)

.2
RSS = |lyrll* = %; Zi(yij - Y.j)

2.5.4 F-test a t-test ako tangens

Sumy Stvorcov v ANOVA tabulke maju x? rozdelenie, preto aj jednotlivé ¢leny
Pytagorovej vety maju toto rozdelenie. Chceme testovat’ model, teda ¢i model vysvetluje
variabilitu v zavislej premennej, v naSom pripade ¢i sa stredné hodnoty liSia pre
jednotlivé skupiny alebo nie. Nulova testovana hypotéza je, ze stredné hodnoty st
rovnaké medzi skupinami, teda Zze model nevysvetluje variabilitu zavislej premennej. Z
geometrickej interpretacie je jasné, ze v pripade rovnakych strednych hodnét je
vysvetlena suma stvorcov ESS relativne mald vzhl'adom k rezidualnej sume RSS. Je
nenulova iba v désledku nahody v nahodnom vybere. Preto je aj pomer ESS/RSS maly,
ako vidno z trojuholnika na obrazku 9.

Obrazok 9: ANOV A pravouhly tojuholnik detailne pre F-test
(Zdroj: vlastné spracovanie)

Y
TSS/| pss
Vln Yu
ESS

Ak sumy Sstvorcov ocistime od vplyvu velkosti dimenzii, v ktorych sa
nachadzaju, tak dostavame tzv. F-rozdelenie. Teda v nasom pripade s J=2 skupinami je

F = (n-2) ESS/RSS ~ F(1,n-2) ~ t(n-2)%
Preto je t-Statistika imerna tangensu uhla medzi vektormi yr a yc. Presne

t = (n-2)"2 tan(yr,yc).
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Vseobecne HO zamietame, ak F > F(J-1,n-J,), kde « je hranica vyznamosti testu. Teda
F si mozno predstavit’ ako Stvorec tangensu uhla z pravouhlého trojuholnika vzniknutého
z ortogonalnej projekcie na priestor strednych hodnét z modelu.

3 MANOVA GEOMETRICKY

Ukazeme si teraz geometrickll interpretaciu viacrozmernej analyzy rozptylu.
Okrem priestoru pozorovani zobrazime aj priestor premennych. Zacne najskor s
formalnou definiciou modelu.

Uvazujme teda viac vysvetlovanych premennych, oznaéme ich 'Y, 2Y, ..., PY.
Kazdu modelujeme ANOVA modelom. Ale navySe uvazujeme aj o korelaciach medzi
nimi. Teda pre kazdd uroven faktora j modelujeme p-rozmerny nahodny vektor
nasledovne:

(v, %y,...,PY) = (\u, %u,...,Pu) + &7, kde £ ~ Ny(0,%) a = nemusi byt’ diagonélna.

Pre konkrétnu realizaciu vektorového nahodného vyberu si MANOVA odhady
kfi; = ky;, teda tie ist¢ ako pri ANOVA. Pri ANOVA boli ziskané minimalizaciou
rezidualneho vektora, teda MNS metodou, ortogonalnou projekciou. Tu viak mame
viacero rezidualnych vektorov, ktoré¢ mézu byt korelované. Teda namiesto rezidudlnej
sumy Stvorcov mame tzv. rezidudlnu maticu sumy Stvorcov a sumy suc¢inov.

Ukazeme, ze pri pouziti ANOVA odhadov strednej hodnoty

*  maticu sumy Stvorcov a sumy sucinov mozno dekomponovat na modelova
maticu a rezidualnu maticu

* MANOVA rezidualna matica je “minimalna” v istom zmysle.

3.1 MANOVA matice

Oznacme:
e nxpmaticu realizacii Y, tj. Y= (y, %, ..., Py),
e nx1 vektor pozorovani zodpovedajuce j-tej urovni faktora 1y;,
e nxJmaticu X vsetkych urovni faktora, tj. X= (1n1, 1n2, ..., 1ny).

Potom model ma tvar Y = XM + E, kde
e M jeJx p matica neznamych strednych hodnét,
e E je nxp matica realizacie nahodného vyberu vektora ~ Np(0,2).

Dalej oznaéme:
e centrovani maticu Yc =Y — 1.('%, %, ..., "),
e modelova maticu ¥y = XM, kde M je matica priemerov, tj. MNS odhadov
strednych hodnét,
e rezidualnu maticu YR =Y - Ywm.
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Potom matice suctov Stvorcov a stiiCtov stcinov su:
e T matica p x p celkového suctu §tvorcov a produktov, ktori chceme modelom
vysvetlit, T=Yc Y= (Y - 1.5, %, .. )" (Y - 1(55 %, ... )
e B matica p x p sactov Stvorcov a produktov vysvetlenych modelom, medzi
skupinami matica B = (Ym- 1a(*, %, ..., ") (Ym- (5 %, ..., )
e W maticu p x p rezidualnych sictov Stvorcov a produktov, vnitri skupin matica
W= YRTYR = (Y — Ym)T (Y — Ym).

Ukazeme, ze obdoba Pytagorovej vety plati aj pre tieto matice, teda ze T = W + B.

3.2 MANOVA rozklad matice suétov §tvorcov a suétov sudinov

Majme teda viac zavislych premennych. Pre jednoduchost’ dve premenné a ich
realizacie vo vektoroch 'y a %y. Kazda premennd izolovane ma svoj ANOVA model, teda
mame 2 pravouhlé trojuholniky s rozkladom sumy S$tvorcov. Zobrazené su na obrazku
10.

Obrazok 10: MANOVA dva pravouhlé tojuholniky
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Rozlozime teraz aj sumu sucinov:

("o, 2ye) = (Cyr + 'ym — I, 2y + 2yy — 91,,)
= (yr, 2yg) + ("yr, 2ym — Y1) + Cyg lyym — Y1)
+ <1yM - 17111: ZyM - 27111)
= (lyp. 2yp) + 04+ 0 + (lyy — 31, 2y — %y1,,)
= Cyp)"Cyr) + Cyy — 91)"Cyy — 31,)

Teda T =W + B, ked’ze

YYo= YRR + (Ym- 1a('5, %5, ., P (Ym- (5, 5 ..., P9).
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3.3  Minimalnost’ MANOVA rezidualnej matice

Ukéazeme si, ze rezidualna matica W = Yr'Yg je v istom zmysle minimalna.
V jednorozmernom pripade je minimalna suma §tvorcov reziduii. VO viacrozmernom
pripade budeme pozadovat’, aby akakol'vek linearna kombinacia rezidualnych vektorov
mala minimalnu varianciu.

Lubovol'na linearna kombinacia K MANOV A rezidualnych vektorov je YrK. Jej
variancia je imerna K'Yr'Yrk. Ukazeme, 7e pre maticu G lubovolnych odhadov
strednych hodndt nie je variancia linedrnej kombinacie reziduii mensia ako pri
MANOVA odhadoch, teda ze

KT(Y —XG)T(Y - XG)k = kKT (Y - Y, )T(Y =Y,k = KTWk
Upravami postupne dostavame:

K'(Y - X6)T(Y - XG)k
=K' (YY) + (Y = XG)'((Y = Ya) + (Y — X))k
=kT(Y -V, )T =Y,k +2KT(Y - Y,)T(Yy — XG)k
+ kT (Yy —X6)T(Yy — XG)k

Kedze MANOVA rezidua st kolmé na rovinu modelu tak
2KT(Y - Y, )T(Yy —XG)k=0
Sucty Stvorcov su nezaporné, teda
K'Yy —X6)T(Yy—XG)k=>0
Preto dostavame
KT(Y - XG)T(Y - XG)k > kTWk

3.4  MANOVA v priestore premennych

Na obrazku 10 st rezidualne vektory kolinearne, teda perfektne korelované.
Vseobecne sa rezidudlne vektory nachadzaju v priestore s dimenziou n-2. To si vSak uz
nevieme predstavit a na obrazku 10 sa nedaji zobrazit'. Preto sa sustredime iba na
priestor, v ktorom sa nachadzaja rezidua, aby sme mohli zobrazit’ viac dimenzii. A aby
sme obohatili geometricku interpretaciu, prejdeme do priestoru premennych. V priestore
premennych st jednotlivé osi premenné a kazdé pozorovanie mozno zakreslit’ ako bod
v tomto priestore so stiradnicami zodpovedajicimi realizaciam premennych na osiach.

Vsetky MANOVA matice, T, B a W, s z definicie symetrické a pozitivne
definitné, ked’ uvazujeme plnii hodnot’ matic. Su to kovariatné matice centrovanych
vektorov, modelom predikovanych vektorov a rezidualnych vektorov, ked’ zanedbavame
konStantu n. Mozno si ich preto predstavit' ako elipsoidy v priestore premennych.
Konkrétne matica W je zobrazena na obrazku 11 ako elipsa.

Minimélna variancia k'WK znamend, 7e kazdym smerom Kk je elipsoid
minimalny. Jeho obsah je miniméalny. Obsah = c(l1/2...45)*?, kde ¢ je konstanta, ktora
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zavisi od dimenzie p a &isla 7 Cisla 11*2,..., 4,2 st diZky osi elipsoidu. V $tatistike majt

interpretaciu ako smerodajné odchylky hlavnych komponentov. Ich Stvorce, teda
variancie, alebo presne v naSom pripade sumy §vorcov, su vlastné ¢isla matice W. Matica
W sa da rozlozit’ na ortogonalnu tranformdciu, teda rotaciu v pripade 2 dimenzii a
ponatahovanie v smere osi. Teda W=UAUT, kde stipce matice U st ortogonélne vlastné
vektory matice W a matica A je diagonalna matica s vlastnymi ¢islami A matice W na
diagonale. Preto MANOVA minimalizuje determinant matice W, ktory je Umerny
Stvorcu obsahu elipsoidu prislichajuceho matici W, ked’ze

det(W) = det(UAUT) = det(AUU) = det(A) = ula... p.

Obrazok 11: Zobrazenie pozitivne definitnej matice W
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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3.5 MANOVA S§tatistické rozdelenia

Ukazali sme, Ze celkovi maticu suctov Stvorcov a sucinov T mozno rozdelit
na modelova B a rezidudlnu maticu W, t.j. T=B+W, kde detereminant matice W je
minimalny spomedzi determinantov rezidualnych matic linearnych odhadov strednych
hodndét. Opét’ mozno reportovat MANOV A tabul’ku rozkladu matice T podobne ako v
ANOVA pripade. A opét’ pri testovani nulovej hypotézy o rovnosti strednych hodnot
medzi skupinami mozno vychadzat’ z takéhoto rozkladu. Na rozdiel od jednorozmerného
pripadu vsak testovacia $tatistika nie je zaloZzena na tangense, teda pomere odvesien, ale
na pomere k prepone, teda det(W)/det(T). Ak je rezidualna matica W mala vzhl'adom k
celkovej matici T, tak zamietame hypotézu o rovnosti strednych hodnét. Podiel tychto
determinantov ma tzv. Wilksovo lambda rozdelenie a piseme det(W)/det(B+W) ~ A(p,n-
J,J-1). Je pomerom determinantov dvoch Wishartovych rozdeleni. Matica W ma
Wishartove rozdelenie, ak suma $tvorcov K'Wk maé 7 rozdelenie pre kazdy smer K,
zna¢ime W ~ Wy(Z,n-J).

Wilksovo lambda vieme d’alej upravit’ nasledovne:

det(W)/det(B-+W) = det(l + W'B)™ = [Jier.p 1/(1+4),
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kde i st vlastné hodnoty matice W'B. Tu uz vystupuje priamo pomer model verzus
rezidua ako v pripade F-Statistiky.

Namiesto determinantu, teda obsahu, méZeme uvazovat’ celkovl variabilitu ako
sucet variancii jednotlivych premennych. V tomto pripde je “velkost” kovariancnej
matice jej stopa, teda sucet diagonalnych prvkov. Opét zo spektralneho rozkladu:

Tr(Z) = Tr(U'diag(A)V) = Tr(diag(d)) = Yiet.p i,

teda stopa je aj suctom variancii hlavnych komponentov. Ak teda nahradime determinant
stopov, tak dostavame d’alSiu moznost’ testovacej Statistiky. V tomto pripade tr((I + W
1B)Y Y=Y i=1 p Ai/(1+2i), pripadne sa pouziva priamo tr(W'B)=Y =1 p .

4 VYPOCET V MS EXCELI

V pripadovej §tadii z obchodného retazca testujeme rovnost’ strednych hodnot
spokojnosti a objemu nakupov pre 3 predajne na zaklade 100 respondentov v kazdej
predajni. Na obrazku 12 st zobrazené jednotlivé merania a prvé dva momenty
po skupinach.

Obrazok 12: Jednotlivé pozorovania a prvé dva momenty pre predajne obchodného
retazca
(Zdroj: vlastné spracovanie)

100 : 100

90 0 . 90

80 otk Qe o 80

[V

*‘G 70 “.; '..-;'g_.l ;5 70

2 60 c:-.,‘ .~ e 60

‘g 50 £, b ‘g 50

S 40 Eon s 40
o \ ! a

“ 30 i “ 30

20 20

10 10

0 0

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500
nakupy nakupy

Z nameranych hodnét vyratame centrované data a pre kazda predajiiu jej
priemerné hodnoty. Jednoducho dostavame predikované hodnoty a rezidualne hodnoty.
Matice sim Stvorcov a sucinov sa tiez priamociaro zrataju.

T matica 2x2 celkového stctu Stvorcov a produktov, ktori chceme modelom vysvetlit,
ma hodnoty

T=YYe= (Y= 105 %, o, )T (Y = 1n(5, %, ..., P)) = 19646578 919903
919903 80024
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B matica 2x2 vysvetlenych modelom suctov Stvorcov a produktov, ma hodnoty
B=(Ym-L(5 %, ... )" Ym- 1.(% %, ..., ) = 7582518 374889
374889 18571

W matica 2 x 2 rezidualnych stictov Stvorcov a produktov, ma hodnoty
W=Yr Y= (Y-Yu)(Y-Yw) = 12064060 545014
545014 61453

Teda I'ahko overime, ze T = W + B.
Moézeme to zapisat’ aj do tabul'ky zdrojov rozptylu, ktorej prvky s matice:

Disperzia Matica d.f.
all al2 az2

Vnutri supermarketov 12064060 545014 61453 2

Medzi supermarketami 7582518 374889 18571 297

Celkova 19646578 919903 80024 299

Determinanty mozno zratat’ pouzitim funkcie MDETERM, dostavame:

Det(W) = 444 327 704 452, Det(T) = 725 974 618 315

a teda Wilksovo Lambda = Det(W)/Det(T) = 0,612043 je realizacia z A(2,297,2)
pri platnosti nulovej hypotézy.

Prevedieme A na F-rozdelenie, ktoré mozno v Exceli zratat’. Plati, ze

(1-4(2,297,2)Y2) | A(2,297,2)"% ~ F(4,592)*2/296.

Teda dostaneme F=41,17804691 a pre kriticki hodnotu pouzijeme funkciu
FINV(0.05,4,592). F(4,592,0.05)=2,386985554, teda kritickA hodnota je nizka
V porovnani s nasou nameranou hodnotou.

Moézeme tiez zratat’ p-hodnotu ako FDIST(41.18,4,592), dostavame 1.81763E-30, teda
vel'mi nizku hodnotu. Preto zamietame nulov( hypotézu a hovorime, ze supermarkety
su odlisné vzhl'adom na spokojnost’ a objem nakupov.

Zaver

Ukazali sme geometrickil interpretaciu zakladnych Statistickych pojmov.
Priemer ako projekciu na diagonalu, varianciu ako §tvorec dizky vektora, korelaciu ako
kosinus, stupiie vol'nosti ako pocet dimenzii vektorovych priestorov, F-test ako tangens
uhla v pravouhlom tojuholniku vzniknutom pri ortogonalnej projekcii na priestor
strednych hodndt. Pre viacrozmerné analyzy sme ukazali geometrickll interpretaciu
kovarian¢nej matice ako elipsoidu, determinantu ako objemu. Tieto isté geometrické
predstavy mozno d’alej aplikovat’ na:

e Testovanie linearnych hypotéz o parametroch modelu. Jediny rozdiel v tomto
pripade je, Ze priestor strednych hodnoét je limitovany testovanou hypotézou.
Zostrojenie pravouhlého trojuholnika a teda aj testovanie hypotéz ma obdobnu
geometriu ako sme tu prezentovali.
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e RozsSirenie modelu na viac faktorov. Viac faktorov mozno skombinovat
do jedného a postupovat’ rovnako. Poc¢et trovni finalneho jedného faktora rastie
geometricky rychlo s po¢tom uvazovanych faktorov a preto aj pocet stupniov
vol'nosti modelu rastie. M6ze 'ahko prekrocit’ pocet pozorovani a teda model
nebude identifikovatel'ny. Preto sa opdt’ obmedzuje priestor strednych hodnét,
teda dimenzia modelu. Odhaduju sa najmd hlavné efekty faktorov, pripadne
parové interakcie, ak je dost’ pozorovani.

e Linearnu regresiu. Nemusime byt obmedzeni na kategoridlne premenné ako
Vv pripade faktorov v analyze rozptylu.

V neposlednom rade prispeje takéto geometrické pochopenie aj k lepSiemu
porozumeniu inych viacrozmernych technik, v ktorych sa vyskytuji matice
ortogonalnych projekcii ¢i determinanty pozitivne definitnych matic.

Tento Clanok vznikol s prispenim grantovej agentiury VEGA v ramci projektu Cislo
1/0092/15: Moderné pristupy k navrhovaniu komplexnych Statistickych prieskumov.
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RESUME

V ¢lanku prezentujeme geometricka interpretaciu viacrozmernej analyzy rozptylu.
Zadefinujeme priestor pozorovani a ukdzme geometricku interpretaciu zakladnych
Statistickych ukazovatelov. Priemer je interpretovany ako suradnice ortogonalnej
projekcie vektora pozorovani na diagonalu, smerodajna odchylka ako dizka vektora a
korelacia ako kosinus uhla vektorov. ANOVA tabulka rozkladu variancie je
interpretovana ako Pytagorova veta, F-test ako tangens v pravouhlom trojuholniku a
podet stupiiov vol'nosti ako podet dimenzii priestoru, v ktorom sa vektor nachadza. Dalej
je definovany priestor premennych, v ktorom je kovarian¢na matica interpretovana ako
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elipsoid a jej determinant ako objem. Ukazany je MANOVA rozklad matice stctov
Stvorcov a suctu sacinov obdobny Pytagorovej vete. Minimalnost’ determinantu
rezidualnej matice suctu Stvorcov a suctu sucinov je ukdzana. Vypocet MANOVA testu
je prezentovany na konkrétnom priklade testovania rozdielnosti vykonnosti predajni
obchodného retazca. Test je implementovany v MS Exceli bez nutnosti pouzitia
Specidlneho Statistického softvéru.

SUMMARY

A geometrical interpretation of multivariate analysis of variance is presented in the
article. Space of observations in defined and a geometric interpretation of basic statistics
in shown. Average is interpreted as coordinates of the orthogonal projection of a vector
of observations on the diagonal, standard deviation as the length of the vector and
correlation as the cosine of an angle of two vectors. ANOVA table of the variance
decomposition is interpreted as Pythagoras theorem, F-test as the tangent in a right-
angled triangle and the number of degrees of freedom as the number of dimensions of a
vector space. Then also the space of variables is defined, where the covariance matrix is
interpreted as an ellipsoid and the determinant of the matrix as the volume of the
ellipsoid. The decomposition of MANOVA sum of squares and cross products and the
minimality of the residual sum of squares and cross product matrix are shown. The
computation of MANOVA is presented using an example of testing a similarity of
performance measures of retail chain outlets. The test is implemented in MS Excel, no
special statistical software is needed.
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