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MODELOVANIE PRAVDEPODOBNOSTI KRACHU
POISTOVNE V KONECNOM CASE

Uvod

Teodria rizika v poistovnictve sa venuje technikam modelovania a merania rizika
spojeného s portfoliom poistnych  kontraktov. Prvé pristupy pozostavali
z modelovania rozdelenia celkovej $kody v Casovej peridode pouzitim klasického
kolektivneho modelu rizika. Dalsie pristupy vychadzali zo zaujmu poistovnikov -
aktuarov o analyzu vyvoja prebytku poistnej spolo¢nosti vzhlI'adom na dlhsie ¢asové
obdobie. Vytvorené modely sluzia predovsetkym na posudenie nahodnych vykyvov
v hodnote prebytku poistovne v asovom intervale niekol'kych rokov.

Teoéria krachu poistovne patri do jednej z oblasti, ktorou sa zaobera toria rizika
a zaobera sa analyzou modelu poistnych rezerv. Zakladnym problémom je urcenie
pravdepodobnosti krachu poistovne, ¢im sa rozumie skutocnost’, ze poistné rezervy
by niekedy v budtcnosti mohli z urCitej fixnej pociatoénej urovne klesnut’
pod nulovt hodnotu. Na uréenie pravdepodobnosti krachu poistovne su
rozpracované priblizné metddy urcenia pravdepodobnosti krachu poistovne v
zéavislosti od pociatoénych rezerv, vysky poistného, rizikovej prirazky a réznych
typov rozdelenia vysky poistnych plneni.

Tym, ze pravdepodobnost krachu v konkrétnom case je zavisla od udajov
v predchadzajicom ¢asovom okamihu, jednou z moznosti, ako v klasickom modeli
prebytku v poistovnictve vypoéitat’ pravdepodobnost’ krachu je vyuzit' rekurentné
algoritmy. Medzi prvymi sa nimi zaoberali De Vylder a Goovaerts (1988) a Dickson
a Waters (1991). KI'a¢om pre algoritmus je, Ze rovina nahradena obdiZnikovou
mriezkou procesu prebytku so spojitym cCasom je aproximovany procesom
S diskrétnym casom, ktorého mnozina stavov je skupina rozloZenych bodov na osi
premennej pocet. Odvodenie  pravdepodobnostnych  vlastnosti  procesov
aproximovanych diskretizaciou je jednoduchsie, ako odhad vlastnosti originalnych
procesov. Jednym zo zjednoduSujucich prvkov je ten, ze Skalovanie vzhladom
na jednotku ¢asu moéze byt také, Ze prijaté poistné a tym padom aj maximalny
prirastok je rovny jednej.

Dicksom a Waters (1999) odvodili rekurentny algoritmus na vypocet
pravdepodobnosti krachu pre vSeobecny model pouzitim diskretizacie, ktorti odvodili
De Vylder a Goovaerts (1988) a Dickson a Waters (1991). Tento pristup ma
nedostatok v tom, ze v kazdom fixnom intervale ¢asu maximalny prirastok prebytku
je zavisly nielen na intenzite prijimania poistného, ale aj od pociatocnej Urovne
rezerv na zaciatku intervalu. Dosledok tychto komplikacii je, ze vysledny algoritmus
je nielen naro¢ny Co sa tyka vypoctov, ale aj €o sa tyka ¢asu na spracovanie.
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Numerické hodnoty pravdepodobnosti krachu v kone¢nom case pre vSeobecny
model moze byt vyéisleny aj pouzitim metdd, ktoré odvodili Sundt a Teugels (1995)
alebo De Vylder (1996).

Dal§i numericky algoritmus bol prezentovany Dicksonom a Watersom (1999)
a neskor algoritmus upravili Brekelman a De Waegenaere (2001). Dve posledné
autorky rozdelili ¢asovy horizont do malych rovnomernych intervalov a odvodili
algoritmus na odhad dolnej a hornej hranice pre pravdepodobnost’ krachu pri¢om
predpokladali, Ze poistné je prijimané vzdy na zaciatku, resp. na konci kazdého
casového intervalu. Spriemerovanim tychto hranic =ziskali aproximéciu
pravdepodobnosti krachu. Ziskané hodnoty boli rovnaké, ako nasimulované hodnoty
pravdepodobnosti krachu.

Delbaen a Haezendonck (1987) pouzili techniku martingadlov na ziskanie
integralnej rovnice na uréenie pravdepodobnosti krachu. Vztah, odvodeny Sundtom
a Teugelsom  (1995), jednoduch$§im spoésobom  vyjadril hornd  hranicu
pre pravdepodobnost’ krachu ¢i uz v kone¢nom, ¢i nekonecnom ¢asovom horizonte.
T istd techniku pouzili aj Boogaert a Crijns (1987), ale oni brali do uvahy aj
zaporné prijmy. V tomto zjednoduSenom modeli rizika nie je potrebna podmienka
Cistého zisku a poistovatel' pristiipi na moznost’ straty, za podmienky zvySenia
konkurencieschopnosti poistovne na trhu. Spominani autori ziskali horna hranicu
pravdepodobnosti krachu v kone¢nom aj nekone¢nom ¢asovom horizonte.

Dal§i komplikovany, ale presny vztah pre pravdepodobnost’ krachu odvodili
Knessl a Peters (1994) pouzitim Laplaceovej transformacie a rozvitim pomocou
Bromwichovho vrstevnicového integralu a zbiehajlicej sa hypergeometrickej funkcie.
Knessl a Peters (1996) analyzovali asymptotické vlastnosti tohto presného vyrazu
a numerickym integrovanim ziskali aproximaciu pravdepodobnosti krachu
v kone¢nom case. Presny vysledok v Specidlnych pripadoch uviedol Albrecher
s kolektivom (2001). Odvodili moznost vyjadrenia doplnkovej pravdepodobnosti
pomocou gamma postupnosti.

1 PROCES PREBYTKU A PRAVDEPODOBNOST KRACHU

Prebytkom poistovne na konci ¢asového useku (0,7), te(O,oo) rozumieme
hodnotu pociatocného poistného rezervného fondu, zvySenu o prijaté poistné v
obdobi (0,7) a zniZenu o celkové poistné plnenie v obdobi (0,7) . Pricom t je Casovy
okamih vyjadreny v prislusnych ¢asovych jednotkach (obycajne roky)

Zakladny model peniaznych tokov poistovne, resp. model prebytku poistovne
mozno vyjadrit’ v tvare (odvodenie je mozné pozriet’ napriklad v Bithlmann (1970))

U(t)=U +c-t—S(t) (1)

kde
— U(t) je prebytok poistovne na konci ¢asového tuseku (0,7),
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— U =U(0) je hodnota rezervného poistného fondu na zaéiatku sledovaného
obdobia, teda prebytok poistovne v ¢ase t = 0
— C je konS$tantnd miera intenzity prijimania poistného v ¢asovom intervale

jednotkovej dizky,
— S(t) je vyska celkového poistného plnenia v asovom intervale {0,7),

u()
Uk

Obr. 1 Proces prebytku poistovne

Krachom poistovne budeme rozumiet skutoCnost, Zze v urfitom casovom
okamihu prebytok poistovne po prvy raz klesne na zaporn hodnotu.
Pravdepodobnost’ krachu W(U) v nekone¢nom ¢asovom horizonte pri hodnote

U pociato¢ného rezervného fondu definujeme:
Y(U)=PU(t)<0pre te(0,0))
Pravdepodobnost’ krachu v kone¢nom ¢asovom okamihu 7 definujeme:
¥(U)=P(U(r)<0pre &(0,t) )

Pravdepodobnost’ krachu v diskrétnom Case a nekone¢nom ¢asovom horizonte
definujeme s ¢asovou jednotkou h a pre vietky ne N

¥,(U)=PU(n-h)y<0pren=123...)
a pravdepodobnost’ krachu v kone¢nom diskrétnom ¢asovom intervale:

¥, (U,t)=PU(n-h)<0pren=12,....th)

2  PRAVDEPODOBNOST KRACHU V KONECNOM CASOVOM
HORIZONTE

Nech {N t):teR” } oznaCuje nahodny proces, ktory rata pocet poistnych
plneni v poistnom portféliu poistovne. Predpokladajme, Zze je to homogénny
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Poissonov proces s intenzitou 4. Nech {X,: neN} je postupnost nezavislych,
identicky rozdelenych nahodnych premennych s funkciou hustoty f(X), ktora
reprezentuje vel'kost’ poistnych plneni. Pokial pripustime, Ze urokova intenzita o je
konstantnd, potom vyska n-tého poistného plnenia nie je rovna X, ako v klasickej

teorii rizika, ale €™ X, pricom T, (n € N) znamena moment, v ktorom sa udiala
n-t4 poistna udalost’. V ¢asovom intervale <t,t + dt> poistovina prijme poistné vo
vyske c(t)dt, pricom c(t)=c-e* a ¢ =c(0) >0 je intenzita prijimania poistného
v ¢ase t = 0. Okrem poistného poistovia ziskava eSte Grok z rezerv s konstantnou

urokovou intenzitou i (ak plati, ze i =5=0, tak sa jedna o klasicky model).
Hodnota rezerv v ¢ase t, oznatovana ako U (t) spifia rovnicu

dU(t)=c-e’'dt+U(t)-i -dt—e’*- X dN,
PodrobnejSie  model rozpracoval Bithlmann (1970). Nas zaujima
pravdepodobnost, ¢i poistoviia prezije do Casu t, Cize, ¢i je vySka rezervy bude
vacsia ako nula v kazdom ¢asovom okamihu intervalu <O,t> :

#(x,t) =P{U(5)>0 VO<s<t{U(0)=U},

s vyjadruje akykol'vek okamih v ramci Casového intervalu <0,t>, U(s) vyjadruje
vysku rezervy v okamihu s, pricom U > 0 znamend pociato¢nu rezervu poistovne.
Nadvizne, pravdepodobnost krachu je definovana ako w(X,t) =1— ¢(x,t).

Pre Tubovolnu hodnotu casu t plati nasledujuca integralno diferencialna
rovnica pre pravdepodobnost’ prezitia poistovne v ramci koneéného casového

intervalu <0, t> s pociato¢nou hodnotou rezerv U a pre 'ubovolna funkciu hustoty

vysky poistnych plneni f .

0p O¢ y
c+iU)———"-1-¢+ 1| ¢(U—-xt)- f(x)dx=0 2
(c+iU)_ - =44 £¢< ) £(%) 2)
s pociatoénou podmienkou, ze ¢(U,0) =1, pricom i = i —5 znamené relnu

konstantntl urokovi intenzitu a predpoklada sa, Ze jej hodnota je kladna.
2.1 Rekurentné vzt’ahy pre pravdepodobnost’ krachu

Rovnica (2) je vSeobecnou rovnicou, ktorej rieSenie ma pomdct
pri Specifikovani ¢asu krachu poistovne pri znamych pociatoénych podmienkach —

hodnotu zaciatoCnej rezervy ¢i hustoty vysky poistnych plneni. RieSenie danej
rovnice pomocou matematického aparatu je zlozité a niekedy nepomdzu ani
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softvérové baliky. Zaujimava je preto otazka, aky nastroj najst’, aby hl'adanie rieSenia
rovnice bolo v ¢asovo prijatelnom horizonte.
2.1.1 Vyjadrenie pravdepodobnosti preZitia pomocou gamma funkcii

Jednou z moznosti je vyuzit' dostupné numerické metddy. RieSenie rovnice (2)
budeme hl'adat’ v tvare

HUH =20 + Y a,0)-P(aV) ®

pricom a,(t) R st koeficienty, pre n € N (koeficient @ € R je pridany

umelo vzhl'adom na zjednodu$enie odvodzovania nasledujucich vztahov).

Nech gamma funkcia je definovana v tvare I'(a) = Ixa_l -e7dx
0

aneuplnd gamma funkcia je dana vztahom T'(a,b)=|x**-e*dx( pozri
p g J p

Horakova 2015).
Potom P(n, aU) je netplnd gamma funkcia v tvare

aJ
P(n, aU)_— x"le¥dx ,a>0,n>0.

I'(n)

Predpokladajme, ze distribucna funkcia vysky poistnych plneni F(X) sa da tiez
rozvinit’ do radu pomocou tej istej netiplnej gamma funkcie

F) =3 f,-P(n,ex)

Pre kladné a celé hodnoty n sa neuplnd gamma funkcia da napisat’ pomocou
nasledujuceho vztahu je N

n-1 j
P(n,alU) =1-e z (a.L-J)
i=0

a aby sme mohli zjednodusit’ vzt'ah (2), potrebujeme vyjadrit’ derivaciu neuplnej
gamma funkcie podl'a premennej U
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PaU) & (@U) 8 0 (au)
P ) s L)

:a.e*aunz_l:( - *GUZJ aU)Jl ,e*aunz_:i(ag)j_

2 (4)
o g eyt

=a(P(n-LaU)-P(n,aU)) n =1,2,3,...
pricom P(0,0U) =1 avyuzitim predchadzajuceho vztahu ziskame sG¢in
rezerv a derivacie neuplnej gamma funkcie v tvare

Ly PaY) [ U"Z%‘ S (a_u)j*]_
ou = .

=ne® ~% =n(P(n,aU)-P(n+1,aU))

Vyuzitim predchadzajicich vzt'ahov rovnica (2) prejde do tvaru

¢-Ya,)-a. (P(-Lal)-P(n,al))+i->a,®)-n(P(nal) - P(n+1aU))=

n=1 n=1

3, )+, (OP(,aU)+ 23, () + 4- Y a, (OP(n,al) - (5)

n=1 n=1

~2[[a®) - Pln,a(U - x))] i £ dP(n, ax)

Naslednymi Gipravami vyjadrime rekurentné vzt'ahy pre koeficienty a, (t)

a0 = (@O + 1)

a-
aprene N

) = (2 +ac—in)-a, )+ 4,0 +i- (-1 2,0 - 2©*F)

pricom {a(t)*f}=a,(t).f, +a,(t)- f,, +..+a ,f preneN je konvolicia dvoch

postupnosti a(t) =a,(t),a,(t),... a f=f, f,... Nahradenim U = 0 vo vzorci (3)
mdZe postupnost’ koeficientov a, (t) zacat’ hodnotou
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ay(t) = #(0,1)

Pokial’ rozvoj distribu¢nej funkcie vysky poistnych plneni obsahuje len kone¢ny
pocet ¢lenov, tak rovnicu (6) mézeme zjednodusit’ do tvaru diferencialnej rovnice

(pre f, =0apren>S)

B = ( (2 ae—in)-,0)+ 2 +i-(1-D)-2,,(0) -
—a-(fra O+ 1,8 ,0)+.+f-a (1))

Pokial’ sa vyska poistnych plneni riadi exponencialnym rozdelenim, tak funkcia
hustoty méa tvar f(X)=4-e” a S=1, f,=1, atakto dostaneme linearny
rekurentny vzorec druhého radu

(7)

an+l<t)=ﬁ( (A+p-c—in)-a M) +a,t)+(i-(1-1)-2)-a,1) ) (8

2.2.2 Rekurentné vzt’ahy na aproximdciu pravdepodobnosti preZitia pre
vy$ku poistnych plneni riadiacich sa exponencialnym rozdelenim

Vztah (8) ndm umozZiuje objavit’ existenciu jednoduchého rieSenia rovnice (2)
v zavislosti od zvolenych parametrov. Zameriame sa na pripad, ked sa vyska
poistnych plneni riadi exponencialnym rozdelenim.

Nech sa vyska poistnych plneni riadi exponencialnym rozdelenim s parametrom
[ anech parameter A4 je zvoleny tak, Ze je nasobkom realnej konstantnej urokovej

intenzity |

A=k-i ,(keN) 9)

Potom pravdepodobnost’ prezitia v kone¢nom ¢ase je dana vztahom

¢ t) = ao(t)+Zan(t) -P(n,aV) (10)

a je potrebny len jednoduchy algoritmus na vypocet @,(t), pricom vztah (9) je
nutna podmienka na vyjadrenie kone¢ného vztahu pre funkciu prezitia ¢(U, t)
Moznost’, ako cely vztah zjednodusit’ a docielit’, aby od urcitého koeficientu N,
¢leny a,(t) nadobudli nulovi hodnotu je, e sa zachovava vztah
i(ng —1) — A = 0 (pravdaze vzhl'adom na fakt, ze 0 < a,(t) = #(0,t) <1).
Pri akceptovani podmienky A=Kk-i,(KkeN) sa jednoduchym spdsobom

obmedzi pocet ¢lenov vo vztahu (3) na koneény pocet ¢lenov. (Kazdopadne, je
mozné pracovat’ aj SO vSetkymi ¢lenmi rozvoja pre K € N .) My sa vSak poktsime
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dokazat, ze pre fixné k € N je kazdy ¢len a,, ;(t) = 0, Vj > 1. Tato podmienka

vedie ku homogénnej diferencialnej rovnici

Zk:cj al’(t)=0 (11)

s konstantnymi koeficientami c;, pricom aéj) (t) znamena j —ta derivaciu ag (t) .
Intuitivne sa dd dokézat, ze C; >0 pre j>0ac, =0.

Dalej predpokladajme, Ze korene —R;, j =0L..K+1 charakteristickej

rovnice diferencialnej rovnice (11) su jednoznaéné. Potom
k+1

3 () =400 =A+2A et (12)

V pripade, 7ze¢ A =1-i, odvodili Knessl a Peters (1994) presné rieSenie a je
rovnaké ako rieSenie odvodené pomocou gamma funkcie V nasledujicom tvare,
priCom | znamena realnu konStantnt urokovi intenzitu

i )
Ut)=1- e PY. 1_e—(l+,3~c)~t 13
U =1 e ) 13)
V pripade, 72¢ A=2-i, odvodi sa presné rieSenie rovnice (2) pre funkciu
hustoty f(x)=/-e”* v tvare:

#U,1) =b, ) +[1—e V)b ) +1—e Y - B-U - )-b,(t) (14)

= B -c?-D+e (2. g-c+D-(i-f-c+i?)-i*)+e ™ (i2- g-c+i*+D-(i- B-c+i?))
- D-(#%-c?+2i-p-c+2i?)

b, (t

i(2.D-p-c—e ™ (-4 —i-B-c+D-B-c)-e ' (4-i+ B-c+D-B-c))

b0 = D-(#7-c? +2i-f-c+2P7)

i?(e ™. (2. #-c+3i+D)-2D+e ™ (—28-c—3i+ D))
D-(8%-c*+2i-p-c+2i?)

Ri(t):w, Ri(t)=2ﬁC;3I+D, Dzm

b2 (t) =

3 MODELOVANIE PRAVDEPODOBNOSTI KRACHU

Na wuréenie pravdepodobnosti krachu pomocnou rekuretnych vzorcov
odvodenych v predchadzajucej kapitole sme pouzili softvér Mathcad 8. Pouzivanie
softvéru je spoplatnené. Prostredie tohto softvéru je uZzivatelsky velmi prirodzené

173



Anna Stresnakova Modelovanie pravdepodobnosti krachu poistovne v kone¢nom cCase

a jednoduché. Zadavanie premennych a vztahov medzi nimi prebicha v priradovani
hodndt cez prislusné identifikdtory na mieste kliknutia mySou. Pri spracovavani
udajov sme vstupné parametre zadali na zaCiatku nového stiboru, pod nimi vztah
medzi nimi a vstupné udaje, ktoré sa menili, sme zadavali cez pole - ako vektory.
Vysledky boli tym padom spracované v druhom stipci pri zadanych vektoroch, takze
vznikla hned tabulka vhodna na interpretaciu bez d’alSieho spracovania (viac
v Stresnakova, 20006).

Urcovali sme senzitivnost’ celého modelu vzhl'adom na konStantné vstupné
parametre a meniacu sa hodnotu pociato¢nej urovne rezerv. Cely model vypocita
pravdepodobnost’ krachu poistovne v konkrétnom ¢asovom okamihu.

Tabul’ka 1: Pravdepodobnost’ krachu pre parametre f =1, 1 =1,c=2,i=1

5 Pravdepodobnost’ Pravdepodobnost’ Pravdepodobnost’
Cas krachu krachu krachu
pre U=0 pre U=10 pre U=20
0 0,00000000000000000 0,000000000000000 0,000000000000000
1 0,31673764387737900 0,000014379866785 0,000000000652845
2 0,33250708260777800 0,000015095798196 0,000000000685348
3 0,33329219673197100 0,000015131442322 0,000000000686966
4 0,33333128526254900 0,000015133216939 0,000000000687047
5 0,33333323136589300 0,000015133305292 0,000000000687051
6 0,33333332825667300 0,000015133309690 0,000000000687051
7 0,33333333308058100 0,000015133309909 0,000000000687051
8 0,33333333332075000 0,000015133309920 0,000000000687051
9 0,33333333333270700 0,000015133309921 0,000000000687051
10 0,33333333333330200 0,000015133309921 0,000000000687051

Tabul’ka 2: Pravdepodobnost’ krachu pre koeficienty f =1, 1 =1,¢c = 2,1 =0,5.

5 Pravdepodobnost’ Pravdepodobnost’ Pravdepodobnost’
Cas krachu krachu krachu
pre U=0 pre U=10 pre U=20
0 0 0 0
1 0,3413904253357800 0,00003960874854980200 | 0,00000000289281065768
2 0,3774553367424030 0,00005001777880708760 | 0,00000000376361375398
3 0,3833456323798540 0,00005195863727858180 | 0,00000000392770260760
4 0,3843881431805360 0,00005230817117563010 | 0,00000000395729149449
5 0,3845746687128940 0,00005237084874609720 | 0,00000000396259813851
6 0,3846080882712340 0,00005238208179014760 | 0,00000000396354915555
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7 0,3846140770759680 0,00005238409483077070 | 0,00000000396371968581
8 0,3846151502975650 0,00005238445557864670 | 0,00000000396374999490
9 0,3846153426244080 0,00005238452022660040 | 0,00000000396375565703
10 0,3846153770903820 0,00005238453181188870 | 0,00000000396375676726

Zaver

Odhad pravdepodobnosti krachu poistovne patri medzi jednu z moznosti, kde sa
daji vyuzit numerické metddy rieSenia integralnych ¢i diferencidlnych rovnic.
V naSom ¢lanku sme sa zamerali len na jednu z moznosti aplikacie rekuretnych
vzorcov aplikovanych na vySku poistnych plneni riadiacich sa exponencialnym
rozdelenim. Odvodené metody nam poskytuji riesit’ rovnice, ktorych spracovanie
Standardnym spdsobom by bolo zlozité a v niektorych pripadoch az nemozné.

Pomocou numerickych metod sme zistili senzitivnost’ poistovne na zvysujicu
sa uroven pociatoénych rezerv. Model potvrdil, ze so zvySujucou sa Uroviiou
pociatoénych rezerv klesd pravdepodobnost’ krachu poistovne a pravdepodobnost
krachu stupa s rastiicou hodnotou ¢asového okamihu.
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RESUME

Teoéria krachu poistovne je dolezitou sucastou procesu Zivota poistovne. Pri urCovani
pravdepodobnosti krachu sa pouzivaji r6zne metddy, v zavislosti od pociatocnych
podmienok. Od mnozstva vstupnych parametrov potom zavisi inaro¢nost’ celého
procesu a spracovania. V ¢lanku sme rozoberali moznost’ uréenia pravdepodobnosti
krachu pomocou rekurentnych algoritmov aplikovanych v modeli prebytku poistovne.
Pre S$pecialne pripady, kedy sa vySka poistnych udalosti riadi exponencialny
rozdelenim. Skimali sme senzitivitu modelu na vySku pociatoénych rezerv poistovne.
Pravdepodobnost’ krachu vzrastala v pribudajicim casom (vyska poistnych udalosti
znizovala vysku rezerv poistovne) a so vzrastajucou vySkou pociatocnej rezervy sa
pravdepodobnost’ krachu znizovala. Rekurentné vzorce st skvelym nastrojom
Vv pripadoch, ked’ rieSenie integralno diferencialnych rovnic ani s pomocou softvérov
nie je mozné, popripade je zdihavé.

SUMMARY

The theory of the ruin of the insurance company is import part of the process of life
insurance. In determining the probability of ruin, various methods are used, depending
on the initial conditions. The amount of input parameters then depends inefficiency and
processing. The article discussed the possibility of determining the probability of ruin
by recursive algorithms applied to the model of excess insurance, for special cases,
where the amount of insurance claims is governed by the exponential distribution. We
investigated the sensitivity of the model to the amount of initial reserves of the
company. Probability of ruin get bigger increase over time (amount of insurance claims
reduce the amount of insurance reserves) and with increasing the amount of initial
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margin is reduced probability of ruin. Recursive formulas are a great tool in cases
where the solution of integral and differential equations even with the software is not
possible or is lengthy.
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